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Introduccion

La Matemaética Educativa se ocupa de buscar herramientas que permitan explicar como se
construye, extrapola y evidencia el conocimiento matematico en los diferentes &mbitos en
los que se presenta. En los Ultimos afios, la investigacion en Matematica Educativa ha tenido
un amplio auge, el cual se ve reflejado en la diversidad de propuestas de ensefianza
aprendizaje de las matematicas. Pero a pesar de estos aportes en educacion, ain persisten
problemas en cuanto al aprendizaje de contenidos basicos, en el cual los estudiantes muestran

poca comprension de los conceptos matematicos abordados en el salén de clases.

En las matematicas los problemas geométricos han generado mayor dificultad en los
estudiantes, debido a lo complicado que se torna visualizar mentalmente figuras geométricas
que les lleven a dar una respuesta correcta. Es asi que en la geometria no solo el uso de
formulas es lo importante, sino también visualizar y tener un razonamiento adecuado. Es
comun escuchar que la ensefianza de las matematicas en educacién primaria, secundaria y
educacion superior se hace de forma memoristica o la realizacidn de ejercicios tediosos que

mecanizan al alumno.

Si bien es cierto, el proceso de ensefianza aprendizaje de las matematicas es engorroso y con
el tiempo el hombre ha desarrollado muchas metodologias para alcanzar el éxito de dicho
proceso. No obstante, con la llegada de las Tecnologias de Informacion y Comunicacion
(TIC, ICT en inglés), en particular las computadoras, se abre un nuevo campo de
investigacion en contextos y ambientes distintos de aprendizaje y metodologias de ensefianza

aprovechando el enorme potencial de estos recursos, ya que la utilizacién de software y

19



materiales educativos computarizados esta adquiriendo una importancia enorme en la mejora

de los procesos pedagdgicos que caracterizan la educacion, y ain mas la superior.

En este sentido la Educacion Matematica ha abordado estos desafios desde la comprension
de los esquemas mentales de los individuos, y de como este logra desarrollar competencias
y habilidades de pensamiento matematico, y se evidencien al resolver problemas, y que el

objetivo sea obtener logros significativos en el aprendizaje (Cabezas y Mendoza, 2016).

El presente estudio tiene relevancia, ya que atiende al pensamiento matematico desde una
mirada variacional, la cual esta ligada al célculo en sus inicios y vinculada con la variacion
y el cambio que son aspectos medulares de gran importancia por la razon de ser aspectos
explicativos de muchos fendmenos naturales y cotidianos en diferentes situaciones. Estos
fendmenos se explican en la génesis del analisis y reflexion de los trabajos de calculo
infinitesimal de Newton, Leibniz y de sus antecesores en los que el cambio se consider6 un
punto importante en aras de responder a diferentes necesidades de la época; asi como de

brindar solucién a problemas "no rutinarios.

En este caso, el trabajo se vincula directamente al area de trabajo de la matematica, ya que
se hizo una indagacion de cdmo se construyen series geomeétricas, que es un tema de la malla
curricular de célculo. Es asi que es un gran desafio encontrar maneras de utilizar este
conocimiento acumulado en distintos espacios de ensefianza y aprendizaje a nivel de

educacion.

Este trabajo se enmarca en la linea de investigacion del programa de maestria de la
Universidad Pedagdgica Nacional Francisco Morazan la cual es “Estudios Disciplinares” en
la que esta esta linea de investigacion tiene como objeto de estudio aquellos problemas y
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situaciones relacionadas directamente con las ciencias puras, ciencias aplicadas, innovacion
y produccion (UPNFM, 2017). Esta linea de investigacion tiene como objetivo la
potencializacion de las capacidades, asi como del personal especializado en campos
especificos de las ciencias y la tecnologia, buscando impulsar la investigacion, desarrollo e
innovacion nacional, asi como la prestacion de servicios especializados y la generacion de
conocimientos aplicados. Haciendo uso de esta linea de investigacion intento explicar el

fenémeno de la variacion al interior de un curso de célculo universitario.

Para una mejor comprension, este estudio se estructura en capitulos que se detallan a
continuacion. En el primero se hace el planteamiento del problema de investigacion,
incluyendo evidencia tedrica. También se plantea el objetivo general, asi como los objetivos

especificos, preguntas de investigacion y la justificacion.

En el segundo capitulo se describen aspectos tedrico-conceptuales relativos a la serie
geomeétrica y la evolucion historica de este. También los elementos tedrico-conceptuales del
pensamiento variacional, asi como de pensamiento matematico, de los registros de
representacion semiotica que incluye las tareas de tratamiento, conversion y la visualizacion
en la actividad matematica de los estudiantes. Todo ello, como elementos que se articulan

con el concepto de serie geométrica.

El tercer capitulo aborda el marco metodoldgico de la investigacién como el enfoque, tipo,
disefio, la poblacion y la muestra, las técnicas de recoleccion de datos, las descripciones de
la prueba diagndstica, sesiones de trabajo, prueba final y los niveles en que se abordaron cada

una de estas; ademas, se presenta las consideraciones teoricas del Enfoque Ontosemidtico
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como una herramienta de analisis; las categorias de analisis, las fuentes de informacion, las

estrategias de recoleccion de datos y el analisis de los mismos.

En el cuarto capitulo se presenta el analisis de los resultados obtenidos, tanto de la prueba
diagnostica como de las sesiones de trabajo, y la prueba final, desarrolladas a lo largo de esta
investigacion. Estas fueron analizadas en funcion del marco teorico, las preguntas y objetivos

de investigacion que se expusieron en el apartado metodolégico.

Al final del estudio se presentan las conclusiones, recomendaciones, bibliografia y los

anexos.
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1 Construccion del objeto de estudio

1.1 Planteamiento del problema

El Pensamiento Variacional constituye una linea de investigacion en Educacion Matematica
que tiene su genesis en el andlisis y reflexion de los trabajos de célculo infinitesimal de
Newton, Leibniz y de sus antecesores en los que el cambio se considerd un punto medular en
aras de responder a diferentes necesidades entre las épocas del siglo XVI1-XVI1I cuyos trabajos
marcaron un hito en el desarrollo histdrico del calculo, donde se brindd solucion a problemas
de movimiento que relacionaban aritmética, geometria y mecanica, entre otras areas
(Mendoza, 2013). Es asi que la variaciéon y el cambio han sido aspectos explicativos de

muchos fendmenos naturales y cotidianos en diferentes situaciones.

En este sentido, el pensamiento variacional se orienta a desarrollar habilidades de orden
superior, partiendo de diferentes situaciones, sean estas cercanas o no al sujeto, bajo la
premisa que el cambio y la variacion se encuentran presentes en la mayoria de los procesos,
fendmenos y situaciones que ocurren a nuestro alrededor sin importar el contexto en que nos

situemos (Cabezas y Mendoza, 2016).

Es asi que el pensamiento variacional es argumentado como una manera dindmica de pensar
que produce mentalmente sistemas que relacionen sus variables internas de tal manera que
cavarian en forma semejante a los patrones de covariacion de cantidades de las mismas o

distintas magnitudes en los subprocesos recortados de la realidad (Vasco, 2002).

Hoy en dia las ciencias y las tecnologias han tenido un grado de influencia de gran magnitud

en la conducta de las personas. No obstante, el sistema de educacién actual no se ha escapado
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de esa influencia. Lo nuevo de este milenio, exige un nivel de compromiso, y la educacion
responsable con el desarrollo personal y social, forma parte esencial de este cambio. En los
ultimos afos nuestro pais ha venido experimentando cambios realmente significativos en el
Sistema Educativo Universitario en el area de las ciencias exactas (matematicas), los cambios
han sido trascendentales ya que se ha procurado incorporar nuevos conocimientos y técnicas
de ensefianza que le permitan a los estudiantes pensar reflexiva y criticamente en toda

circunstancias que se le presenten en la vida cotidiana.

Ante la situacion planteada, el trabajo e implementacion de un proceso en la ensefianza -
aprendizaje de las matematicas, por muchos afios se ha realizado de manera secular la
ensefianza tradicional, donde el estudiante, muestra poco interés y falta de compromiso en su
proceso de aprendizaje, asi como la poca participacion y responsabilidad en el desarrollo de
las actividades propuestas por parte del docente (Alvarado, 2017). Especificamente, si se
hace referencia a un curso de matematicas se revelan muchos inconvenientes en el proceso,
pues los estudiantes ademas de establecer dicha area como la mas dificil y aburrida, se sienten
desmotivados por las actividades de conocimientos matematicos que deben adquirir, pero sin
lograr que el estudiante comprenda de manera significativa los conceptos involucrados en

dichas actividades.

Pero esta situacion no sucede solamente en un curso, ni solamente en una universidad, sino
en la gran mayoria de universidades de Honduras, de Centroamérica, de nuestro continente
y también de otros continentes, en paises como Francia, Espafia, E.U, Italia, entre otros
(Artigué, 1995), es decir, estamos frente a una problematica universal. Por ejemplo, la
experiencia en la docencia de la matematica evidencia que generalmente los estudiantes que

ingresan a la universidad y que traen conocimientos previos en matematicas obtenidos en
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educacion media (10°, 11°, 12°, grado) presentan dificultad para realizar actividades
matematicas en las que particularmente estan involucradas las series y progresiones, como
por ejemplo, reconocer elementos en situaciones de variacion, dar solucion a problemas de
series y particularmente establecer patrones y modelos, asi como usar distintas formas de
representacion; para Garcia (2018) quizas estas problematicas obedezcan al mal uso de los

libros de textos o a la seleccion de descontextualizadas actividades propuestas por estos.

De acuerdo con los razonamientos que se han ido deduciendo, Mendoza (2016) menciona
que los estudiantes presentan una gran falencia en cuanto al desarrollo de habilidades de
pensamiento de orden superior, es por eso que surge la necesidad de construir e implementar
estrategias que permitan mejorar los procesos de ensefianza — aprendizaje mejorando la
calidad de la educacién y los resultados de pruebas internas en general. Si hablamos de
falencias en educacion y de como mejorarla calidad educativa principalmente en el area de
las matematicas en donde segun han presentado muchos problemas de ensefianza aprendizaje

en su estudio.

Sistemas educativos, organizaciones de distintos paises se han involucrado y puestos a
trabajar por mejorar el rendimiento y encontrar mejoras en el proceso de ensefianza
aprendizaje de los estudiantes en esta area. Entre estas organizaciones internacionales de
evaluacion de aprendizajes estan: Primer Estudio Regional Comparativo y Explicativo
(PERCE); Segundo Estudio Regional Comparativo y Explicativo (SERCE); Tercer Estudio
Regional Comparativo y Explicativo (TERCE), en los que se dan a conocer los resultados
del desempefio de los estudiantes en América Latina y el Caribe; el Programa para la
Evaluacién Internacional de Alumnos, por sus siglas en inglés PISA; Consejo Nacional de

Profesores de Matematica, por sus siglas en inglés NCTM; el Estudio Internacional de
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Tendencias en Matematicas y Ciencias, por sus siglas en inglés TIMSS; la fundacion para la

Educacion Ricardo Ernesto Maduro Andreu, por sus siglas FEREMA, entre otros.

Los informes de rendimiento académico en Honduras de los afios 2013 al 2016 revelan una
deficiencia en el desempefio escolar de los estudiantes en matematicas. Para efectos de interés
de este estudio, en los estudiantes de Gltimo afio préximos a entrar a la universidad se
evidenciaron los siguientes resultados: en el 2017 en Matematicas en la escala de puntuacion
estandarizada, tomando como referencia que para alcanzar el nivel Satisfactorio debe
alcanzarse un minimo de 300 puntos y el maximo es 500, se obtuvo 260% el cual en promedio
todos los estudiantes se ubican en el nivel Debe Mejorar. Por otro lado, durante el periodo
2007 — 2017 la meta de aprendizaje del Plan EFA-FTI Honduras 2003-2015 no se alcanzo
para Matematicas, y no solo no se alcanzo, sino que realmente el resultado para los afios 2014
y 2015 se quedaron muy por debajo de la meta, a 19 puntos porcentuales, 51% respecto a

70% en otras areas como esparfiol (SE, 2017:41).

En este orden de ideas, en los diferentes niveles de la educacion se intenta mejorar, buscar,
reflexionar y desarrollar habilidades, conocimientos y competencias para un desarrollo
adecuado del aprendizaje y conocimiento en matematicas desde el punto de vista cognitivo.
No obstante, investigadores como Tall (2009) resaltan la importancia de los aspectos
dindmicos de la matematica en este sentido y el papel importante de los softwares en la
reproduccion de efectos visuales del calculo. Asi mismo Dolores (2007; 1999), por su parte,
Ilama la atencion sobre la necesidad de acercarse a la nocién de conceptos del calculo desde
un estudio de la variacion y desarrolla una propuesta en la que reflexiona sobre algunas de

las dificultades inherentes a la compresion de este concepto.
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Es asi que las nuevas Tecnologias y los softwares dindmicos (especificamente en
matematicas), nos presentan herramientas que pueden ser utilizadas por el docente para
fortalecer la adquisicion de conocimientos en matematicas, ya que encontramos herramientas
y programas que son significativos, de manera que se motive al estudiante y que le permitan
a través de la préctica construir los nuevos conocimientos. La situacion tan generalizada que
se han incorporado innovaciones con el uso de las llamadas TICS, softwares de visualizacion,
programas especiales, desarrollos de situaciones puntuales con el uso del computador o de la
calculadora, que permiten en si, un apoyo visual y un poco mas de sentido y significado

(Neira, 2017).

No obstante, las diferentes asignaturas de matematicas que se imparten a nivel universitario,
son una oportunidad para que los estudiantes profundicen sus conocimientos, habilidades,
destrezas (ahora con la ayuda de softwares dinamicos), los cuales contribuyen para mejorar
su desempefio en sus estudios, y procuran, intentan afianzar y desarrollar habilidades de

orden superior en asignaturas como el célculo.

Las Investigaciones a partir de 1985 de los expertos en la Didactica del Calculo (Artigue,
1998; Cantoral, Cordero y Farfan, 1990; Tall, 1991; Sierpinska, 1985; Cornu,1983) develan
que hubo desde la década antes mencionada una preocupacién en torno a la ensefianza y
aprendizaje del célculo. En este sentido los investigadores antes mencionados se encontraron
con una realidad muy compleja en la comprension de objetos matematicos (limite, derivada,
anti derivada, entre otros). De igual manera se encontraron dificultades relativas a

metodologias de ensefianza aprendizaje del calculo (Mendoza, 2013).
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En los dltimas tres décadas se han desarrollado diferentes investigaciones como ser
(Ingenieria Didactica: Un estudio de la variacion y el cambio, de Farfan (1997);
Epistemologias de la funcidén derivada de Ramirez (2013); Obstacles épistémologiques
relatifs a la notion de limite, de Sierpinska (1985); El pensamiento matematico de estudiantes
universitarios de célculo y tecnologias informaticas, de Villarreal (2000); Una propuesta para
la introduccion del concepto de derivada desde la variacion, de Vrancken, Engler, Muller y
Santa Fe (2008); Distintos enfoques para la ensefianza de la nocion de limite en un primer
curso de Calculo, de Bucari, Bertero, y Tripoli (2007); El concepto de infinito: obstaculo en
el aprendizaje de limite y continuidad de funciones, de Hitt (2003); Dificultades de
aprendizaje del concepto de limite de una funcion en un punto, de Hitt y Paez (2003); entre
otros). Cabe sefialar que la didactica del célculo es una linea con un desarrollo importante en

el siglo XXI, ya que sus producciones cientificas en articulos, tesis y libros son notables.

No obstante, de acuerdo a la ensefianza y aprendizaje del célculo, Posada y Jaramillo
(2003:21) mencionan que “a los estudiantes en asignaturas como célculo se les dificulta la
solucion de algunos objetos matematicos y por ejemplo problemas que tienen que ver con
sucesion y series; una posible razon es que no exploran otras alternativas de solucion de estos
u otros problemas similares”. Es asi que se evidencia poco desarrollo en las formas y
metodologias para ensefiar los objetos matematicos en el salén de clases, en los cuales se
deben buscar estrategias y metodologias segun las teorias de ensefianza aprendizaje para
encontrar en los estudiantes posibles obstaculos al resolver problemas, desarrollar
capacidades de resolucion y favorecer la transferencia de sus conocimientos a una gran

variedad de situaciones.
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Respecto a esto Mendoza (2013) afirma puntualmente que las dificultades en la ensefianza
del célculo que se han reflejado a lo largo de los afios provienen de a) la complejidad
matematica de los objetos béasicos del calculo; b) la conceptualizacion y formalizacion de la
nocion de limite en el nucleo de su contenido y su tratamiento en la ensefianza y, c) la ruptura
algebra /célculo, la brecha entre el pensamiento analitico y el algebraico. También manifiesta
que en el célculo, la actividad matematica se apoya en las competencias algebraicas, pero al
mismo tiempo se requiere de una ruptura de cierta cantidad de practicas para poder acceder

al dominio del célculo.

Por otro lado dada la poca interaccidn que se genera en los salones de clase en la ensefianza
del célculo en las universidades, la posibilidad de generarse debates en torno a un tema
especifico del calculo y en particular las series infinitas, se ve reducida para poder afianzar
los contenidos asociados a este concepto. Esta situacion influye en las carreras de Ingenieria,
en donde es de suma importancia el manejo comprensivo de las series finitas e infinitas para
su posterior aplicacion en situaciones problemas, propias a su especificidad. EI Calculo es un
curso obligatorio para las carreras de Ingenieria, siendo el requisito esencial para poder cursar
otras asignaturas por que los contenidos de los programas académicos de estas carreras tienen

una dosis fuerte de abstraccion y generalizacion.

En el curso de Calculo Il, de la carrera de Ingenieria Informética del Centro Universitario
Tecnologico Centroamericano (CEUTEC), en su sede regional de la ciudad de la Ceiba, la
asignatura posee cuatro unidades valorativas y cuenta con cuatro horas de clases semanales
en los periodos regulares (10 a 12 semanas). Breve (2018:1) afirma que en CEUTEC “el

estudiante tiene una cultura de temor al aprendizaje de las matematicas dando como resultado
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un estancamiento en esta area, por lo que se tiene que combatir ese miedo y este se lograra

implementando nuevas técnicas”.

De lo anterior para Breve (2018) segun datos de CEUTEC los jovenes tienen debilidades en
el dominio del area aritmética (operaciones con diferentes conjuntos numericos, calculo de
porcentaje, utilizacion adecuada del concepto de razén y proporcion, uso de la regla de tres
directa e inversa, entre otros); porque segun él los estudiantes que egresan de secundaria no
saben muchos conceptos basicos que deberian saber en matematicas. Segun Artigue (1998)
en el proceso de ensefianza aprendizaje y en las evaluaciones del céalculo se ha practicado
durante muchos afos la ensefianza tradicional. Este tipo de ensefianza no favorece el
desarrollo de significados acerca de la comprension del contenido y de su aplicabilidad, por
que debido a esto los estudiantes en su mayoria no son capaces de lograr y reproducir de
manera significativa en sus evaluaciones los conocimientos supuestamente aprendidos y no
muestran una apropiacion significativa de los conceptos basicos del célculo tales como:

funcién, limite, derivada, anti derivada, serie, entre otros (Mendoza, 2013).

Hechas las consideraciones anteriores CEUTEC por su condicion de Centro de Tecnologia e
Innovacion Educativa, afio a afio busca formas o metodologias de ensefianza-aprendizaje que
pretenden afianzar el proceso educativo de manera eficiente en todas sus especialidades de
estudio. Es asi que se hace necesario construir, desarrollar y organizar un nuevo elemento de
ensefianza que impulse el desarrollo de estas capacidades, especificamente en tematicas
referentes a la clase de calculo. En ese mismo sentido, se puede hacer uso de la tecnologia
como un apoyo didactico, es decir, el uso de software dindmico educativo, uso de paginas
electronicas educativas en linea (www.vitutor.com, www.julioprofe.net,

www.studypug.com, www.khanacademy.org) y otros recursos electronicos para afianzar el
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proceso de aprendizaje en los estudiantes y formar parte de un cambio que dia a dia se
presenta con las reformas curriculares que se pretenden implementar en los diferentes niveles
educativos en Honduras y también ante las exigencias de la dindmica educacional de cada

asignatura de ensefianza en particular (Argueta, 2012).

Sobre los argumentos anteriores, y coincidiendo con autores como Cabezas y Mendoza
(2016), Villa y Ruiz (2010) exponen que en el estudio objetos matematicos en algebra y
calculo se propicia el analisis de variacion y cambio en el comportamiento de fendmenos de
lavida. De acuerdo con Mendoza (2013) el pensamiento variacional permite que el estudiante
haga uso del analisis y el pensamiento critico para entender y explicar fenémenos de cambio

y variacion en diferentes contextos.

Por tanto, este estudio de investigacion tiene su origen en el deseo de contribuir con los
procesos de ensefianza y de aprendizajes del célculo, tomando en consideracion la
problemética que dichos procesos presentan, y a la vez, puede ser de mucha ayuda
especificamente en las clases de la asignatura antes mencionada, como otra alternativa
didactica — pedagdgica que aportara nuevos elementos para el abordaje de la ensefianza de
las series geométricas para el desarrollo de habilidades de pensamiento variacional,
facilitando el proceso educativo mediante el uso adecuado y el aprovechamiento eficiente de

estos recursos didacticos (software matematico) como metodologia interactiva.

El panorama antes descrito aporté elementos sustantivos para el desarrollo de esta
investigacion. Considerando la falta de propuestas explicitas para enfrentar el problema del
aprendizaje y ensefianza del fendmeno del cambio y la variacion, particularmente con el fin

de aportar al surgimiento de una propuesta de ensefianza del célculo en el nivel inicial de la
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educacion superior, interesa poner en evidencia las producciones estudiantiles que
manifiesten indicios de pensamiento variacional que hayan podido desarrollar los estudiantes

en su proceso educativo.

De acuerdo a la situacién planteada anteriormente, surge el interés de responder a la siguiente

pregunta problema de investigacion.

1.2 Problema de investigacion

Es pertinente formular la siguiente pregunta problema que guiara esta investigacion: ;Se
constituye Geogebra classic 5 un mediador de pensamiento variacional en la construccion de

la serie geométrica en estudiantes universitarios?

Para plantear de manera clara y ordenada nuestro problema, en el siguiente apartado se

enuncia las preguntas y objetivos de investigacion.
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1.3 Objetivos

1.3.1 Objetivo general

Analizar los elementos del proceso de construccién de series geométricas desde una
perspectiva variacional con apoyo del software Geogebra en el curso de Caculo Il de

CEUTEC.

1.3.2 Objetivos especificos

1. Explorar los conocimientos previos que poseen los estudiantes referentes a sumas finitas
e infinitas vinculadas con el concepto de series geométricas en un curso de Calculo Il de

CEUTEC.

2. Disefiar sesiones de trabajo orientadas a la construccion de la serie geométrica desde una
perspectiva variacional con apoyo del software Geogebra classic 5 en un curso de Calculo

Il de CEUTEC.

3. Analizar los elementos que reflejan las producciones estudiantiles al construir la serie
geométrica desde una perspectiva variacional con apoyo del software Geogebra classic 5

en un curso de Calculo 11 de CEUTEC.

4. Categorizar los rasgos distintivos de las producciones estudiantiles en la construccién de
series geométricas, con apoyo del software Geogebra, asociados a un pensamiento

variacional.
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1.4 Preguntas de investigacion
1. ¢Qué conocimientos previos y habilidades matematicas de pensamiento variacional con
apoyo del software Geogebra classic 5, poseen los estudiantes de un curso de Calculo Il

de CEUTEC?

2. ¢Queé tipologia de sesiones de trabajo potencian el desarrollo de pensamiento variacional
en la construccion de la serie geométrica desde una perspectiva variacional con apoyo del

software Geogebra classic 5 en un curso de Célculo Il de CEUTEC?

3. ¢Cuales elementos reflejan las producciones estudiantiles al construir la serie geométrica
desde una perspectiva variacional con apoyo del software Geogebra classic 5 en un curso

de Célculo Il de CEUTEC?

4. ¢Enqué medida los rasgos distintivos de las producciones estudiantiles en la construccion
de series geométricas, con apoyo del software Geogebra, se podrian asociar a un

pensamiento variacional?
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1.5 Justificacion

La experiencia docente en la ensefianza de las matematicas evidencian que los estudiantes,
especificamente universitarios, muestran dificultades para resolver problemas en las que
estan involucradas las series y progresiones, como por ejemplo, poder resolver situaciones
matematicas, reconocer situaciones y elementos de variacidn, usar distintas formas de

representacion y establecer comportamientos y patrones.

La comprension de los objetos matematicos (siendo més especifico las progresiones), para
Garcia (2018:17) no se da por el uso repetitivo de las operaciones algoritmicas, ni por la

simple préctica; si no que:

La comprension de las progresiones se completa a partir de la asimilacion y el
reconocimiento de sus distintas representaciones, de su nocién abstracta, formal y
generalizada desde situaciones auténticas, que permita la comprension desde su evolucion
conceptual, historica y epistémica, como se tratan escasamente en los textos de matematica

escolares.

Por tanto Gomez (2015), afirma que una concepcion incorrecta de un concepto u objeto
matematico podria redundar en un bajo rendimiento en el aprendizaje del célculo. Los
problemas en cuanto al aprendizaje de los objetos matematicos en célculo son varios, como
por ejemplo, Cornu (1986) reporta obstaculos epistemolégicos que no provienen
estrictamente de la nocién del calculo matematico, pero que estan relacionados. Tal es el caso
de la idea de series geométricas, donde se afirma que una suma infinita debe ser infinita, y
que la idea de que toda convergencia es monétona y otras ideas creadas por las concepciones

espontaneas.
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De manera particular Sierpinska (1985) y Artigue (1998) ponen en evidencia humerosos
obstaculos que presentan los estudiantes antes y después de la ensefianza de objetos
matematicos relacionados a conceptos de cambio y variacién en el aprendizaje del célculo.
Estos obstéaculos fueron categorizados. El primer obstaculo se denominé “Horror Infiniti” el
cual esta vinculado con el miedo al infinito, luego se sitian los obstaculos concernientes al
concepto de funcidn. Otro obstaculo esta relacionado con la concepcion de la nocion de limite
visto desde lo geométrico, y por Gltimo el obstaculo epistemoldgico, que hace referencia a
como un sujeto puede comprender el significado de una nocion o de un concepto matematico

particular.

La investigacion sobre la problematica del calculo en los Gltimos afios tiene ya importantes
resultados, como es la identificacion de sus principales causas (Marquez, 2014). Es asi que
las dificultades en la ensefianza del calculo trae ligado dificultades relacionadas con un
pensamiento de orden superior, y las dificultades de dicha ensefianza provienen de la
complejidad matematica de los objetos basicos del calculo, y la brecha entre el pensamiento

analitico y el algebraico (Artigue, 1995).

Investigadores como Tall (1992); Hitt (1998a); Cantoral, Montiel y Reyes (2014a);
Cantoral, Reyes y Montiel (2014b), hacen propuestas sobre como el estudiante puede superar
estos obstaculos que suelen presentar al momento de estar ante situaciones de cambio y
variacion. Realizaron algunos analisis donde el resultado fue la descripcion de factores que
son generadores de obstaculos de aprendizaje que se agruparon en: epistemoldgicos,
cognitivos, didacticos y emocionales. Se finaliza destacando como los diferentes factores que

originan obstaculos se entretejen complejamente siendo necesario su consideracion para el
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disefio, implementacion y evaluacion con la finalidad de mejorar efectivamente el proceso

de ensefianza y aprendizaje de la matematica.

De los planteamientos expuestos, estos autores afirman que al tener concepciones deficientes
de conceptos en objetos de asignaturas como en el calculo, limitaran el desarrollo de nuevos
conocimientos ligados a este. Sobre el asunto es poca la informacion relacionada con los
procesos cognitivos que demandan las actividades didacticas matematicas propuestas en
libros de textos, puntualmente para los objetos matematicos progresiones aritméticas y

geométricas (Garcia, 2018).

Por otro lado, Tall (1992) resalta la importancia de los aspectos dindmicos de la matematica
y el papel del uso de la tecnologia en la reproduccion de efectos visuales del calculo, asi
como de ensefiar procesos mas que productos para obtener una aproximacion construida de
un objeto con apoyo en raices cognitivas: conceptos familiares para los estudiantes que a la
vez brinden una base para el desarrollo formal posterior y realizar estudios en torno a la
importancia de usar software, como un elemento iterativo, dindmico y una herramienta que

permite visualizar otro tipo de interaccion pedagdgica en el salon de clases.

En funcion de las necesidades en educacion donde se puedan implementar con las nuevas
tecnologias, asi como de los problemas integradores presentes en diversas modalidades, el
campo conceptual en matematicas debe contribuir con las teméaticas que se aborden en la
educacion en general, permitiendo asi integrar los conocimientos que se han adquirido en
otras areas (Murillo, 2009). Con referencia a lo anterior, en educacién, una asignatura en
general, implica una continuacion de conocimientos articulados entre si, y este es el caso

particular del calculo, el cual propone trabajar contenidos que se focalicen fuertemente en
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objetos y herramientas matematicas de tipo aplicado, que permitiran “expresar”, “y ver”
fendmenos del mundo natural mediante ciertos modelos, los cuales permitiran comprender,

representar y actuar sobre situaciones de la vida real.

Asi pues, por los aportes didacticos alcanzados en este estudio a través del analisis de
fendmenos que implican el cambio y variacion junto con el desarrollo del pensamiento
variacional serviran para los docentes de matematicas, con el fin de complementar su
quehacer en el aula, y que con el uso de este pensamiento los estudiantes logren construir y
comprender el concepto de series geométricas al igual que también este trabajo sea una base

para nuevas investigaciones relacionadas.

Atendiendo a estas consideraciones, el pensamiento variacional es muy importante y es
crucial en el proceso de enseflanza aprendizaje y en el desarrollo del pensamiento
matematico. En este sentido, MEN (2006:66) afirma que este pensamiento “cumple un papel
crucial en la resolucién de problemas de la vida cotidiana apoyados en el estudio del cambio
y la variacion, y en la modelacién de procesos de la vida cotidiana y las matematicas
mismas”. Para Villay Ruiz (2010) en el desarrollo del pensamiento variacional se involucran
procesos de experimentacion cognitiva y tecnoldgica a partir de los cuales los estudiantes e
investigadores visualizan, generalizan y abstraen relaciones y propiedades de los objetos

matematicos que se estudian.

Dentro de este marco, ser matematicamente competente se expone en el pensamiento légico
y matematico; y en el pensamiento matematico se incluye al pensamiento variacional. En
Latinoamérica, el estudio de procesos de variacion en las instituciones educativas de nivel

primario, medio y superior ha sido sugerido por los Lineamientos Curriculares para el area
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de Matematicas como es en el caso del Ministerio de Educacion Nacional-MEN en

Colombia, el cual lo describe como (MEN, 2006:66):

[...] el PV tiene que ver con el reconocimiento, la percepcion, la identificacion y la
caracterizacion de la variacion y el cambio en diferentes contextos, asi como con su
descripcion, modelacién y representacion en distintos sistemas o0 registros

simbdlicos, ya sean verbales, iconicos, graficos o algebraicos.

El pensamiento variacional es concebido desde una perspectiva curricular que ubica el
accionar de la matematica a través de distintos pensamientos y procesos. Desde esta
perspectiva curricular para MEN (2006) ser matematicamente competente requiere ser
diestro, eficaz y eficiente en el desarrollo de cada uno de los procesos generales que se
contemplan en Lineamientos Curriculares de Matematicas (formular y resolver problemas;
modelar procesos y fendmenos de la realidad; comunicar; razonar, y formular comparar y
ejercitar procedimientos y algoritmos), en los cuales cada estudiante va pasando por distintos
niveles de competencia, y esto concreta de manera especifica en el pensamiento l6gico y el
pensamiento matematico, el cual se subdivide en los cinco tipos de pensamiento: el numérico,

el espacial, el métrico o de medida, el aleatorio o probabilistico y el variacional.

El pensamiento variacional tiene que ver con el reconocimiento, la percepcion, la
identificacion y la caracterizacion de la variacion y el cambio en diferentes contextos, asi
como con su descripcion, modelacion y representacion en distintos sistemas o registros
simbolicos, ya sean verbales, iconicos, graficos o algebraicos. Este pensamiento es medular
y centrico porque articula el cambio y la variacion que estan presentes a través del proceso

de modelacion de procesos y situaciones naturales y sociales por medio de modelos
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matematicos (Mendoza, 2016). La relacién con otros pensamientos se da frecuentemente,
porque la variacion y el cambio, se representan usualmente por medio de sistemas
algebraicos, analiticos, geométricos, de medidas y de datos, porque todos estos sistemas, a

su vez, pueden presentarse en forma estatica o en forma dindmica y variacional.

El pensamiento variacional por su concepcion de un pensamiento dinamico, articulador que
pretende que los individuos logren captar los procesos y distintas situaciones del entorno que
puedan ser modeladas matematicamente o a través de un software dindmico donde haya
cambio y variacion. Entendiéndose el cambio como la evolucién de un estado inicial y otro
estado, y la variacion como la cuantificacion de ese cambio, donde tres elementos son
fundamentales. En la génesis del célculo se orient6 desde la perspectiva de Newton, Leibniz
y de sus antecesores en situaciones vivenciales del entorno donde habia que resolver
problemas de cambio y variacion que relacionaban aritmética, geometria y mecanica, entre
otras areas. Dentro de ese marco los distintos objetos que fueron gestandose (funcion, limite,
derivada, anti derivada, series, sucesiones), tienen una caracteristica que para su definicién

propia o al interior de ellas mismas es vital la cuantificacién de como varian.

El desarrollo de este pensamiento se inicia con el estudio deteccion de los criterios que rigen
las reglas para detectar patrones que se repiten. Las unidades de repeticion se encuentran en
sucesiones o series que presentan objetos, sucesos y formas, uno detras de otro en un orden
establecido y de acuerdo a un patron. No obstante al identificar en qué se asemejan y en qué
se diferencian los términos de estas sucesiones o series, se desarrolla la capacidad para
identificar en qué consiste la repeticién del mismo patrén y la capacidad para reproducirlo

por medio de un cierto procedimiento, algoritmo o férmula (MEN, 2006).
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Desde esta mirada tedrica la serie geométrica por su caracteristica desde una concepcién

dinamica como un objeto que es la acumulacion de sucesivos estados, esto es la suma infinita

de a,, términos, en cada una de sus sumas parciales no es el calculo sino el dinamismo de

pasar de un estado a una suma parcial Sy, S, S3...., Sp—1, Sy

En concordancia con lo expuesto anteriormente, es oportuno investigar acerca del objeto
serie geométrica en el proceso ensefianza-aprendizaje en vista que este tema es de suma
importancia en los cursos de célculo universitario, ya que es un tema base para la
comprension de otros objetos matematicos que se estudiardn consecuentemente en
asignaturas posteriores y que debe ser parte del conocimiento que el estudiante de cualquier
carrera de Ingenieria debe poseer, ademas que es un tema importante del plan de estudios de
estas carreras. Para ello, se presentan sesiones de trabajo que involucran diversos aspectos
subyacentes a la construccion de serie geométrica y uso de pensamiento variacional, donde
se quiere que los estudiantes puedan acercarse al concepto de serie geométrica de una manera

mas significativa, centrando el trabajo en el estudiante y en su desempefio.

Es por ello que se sugiere la exploracion e indagacion de elementos de pensamiento
variacional que poseen y/o logran desarrollar los estudiantes de ingenieria de CEUTEC-
UNITEC al momento de construir series geométrica con apoyo del software Geogebra
Classic 5 cuando se enfrentan a diferentes situaciones relacionadas con la variacion en el
curso de Calculo I1, analizando de forma sistémica el desarrollo del pensamiento variacional,

desde las interacciones entre el estudiante, el saber, y el profesor.

En vista del panorama del célculo y a la importancia del uso de herramientas tecnoldgicas,

esta investigacion esta focalizada en conocer las manifestaciones de pensamiento variacional
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que evidencian los estudiantes de Calculo en diferentes actividades propuestas por el profesor
a lo largo de las sesiones de trabajo, y que constituyen el sustrato de este trabajo de
investigacion. De lo anterior, se tiene como objeto de estudio profundizar en el anlisis de
las producciones escritas y verbales realizadas por estudiantes universitarios cuando abordan
las distintas actividades asociadas al desarrollo del pensamiento variacional. No obstante
considero que esta investigacion, contribuird a una alternativa didéctica — pedagogica, y
ademaés aportaria nuevos elementos para el abordaje de la ensefianza de las series geométricas

para el desarrollo de habilidades de pensamiento variacional desde otro enfoque.

Por tanto, es importante centrar el interés en proveer a los estudiantes de las herramientas
didacticas y tecnoldgicas con las que logren comprender el objeto de series geométricas a
través del analisis de situaciones de variacion y cambio para desarrollar el pensamiento
variacional con apoyo de software y la articulacion de los diversos registros de representacion

semidtica.
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2 Marco teorico

En este capitulo se presentan los fundamentos conceptuales que sustentan esta investigacion
los cuales hacen referencia a las nociones que proponen algunos autores sobre el estudio del
pensamiento variacional y como la tecnologia a través del Software Geogebra puede aportar
al desarrollo de este pensamiento. Para afrontar tal situacidon, se describen algunas
consideraciones de como ha sido abordado el estudio del pensamiento variacional y se

expone como el proceso de visualizacion puede ayudar al desarrollo de este pensamiento.

Es importante destacar que la Educacion en Matematicas en los Gltimos afios ha asignado
relevancia al estudio histérico de los objetos matematicos que forman parte de la curricula
matematica. La exploracion educativa en el ambito de la orientacion universitaria de la
Matemaética se ha desarrollado recientemente, hace veinte afios, con particular énfasis en los
procesos de instruccion y aprendizaje del Calculo. El crecimiento de investigaciones en
didactica de las matemaéticas relacionadas con el crecimiento de educacion y aprendizaje de
las matematicas en los inicios de los niveles de educacion superior ha puesto de manifiesto

la gran cifra de problemas que suelen presentarse en este proceso (Holton, 2003).

La Educacién Matematica ha abordado este desafio desde la comprension de la cognicion
humana, de cémo el individuo logra desarrollar competencias, habilidades de pensamiento
matematico de manera significativa, para que puedan ser puestos en escena al resolver

problemas y obtener logros significativos en los aprendizajes (Mendoza, 2016).

En este segundo capitulo de estudio, el segundo apartado versa acerca de los fundamentos y

origenes de las series y progresiones en los nimeros reales, para ello es necesario remitirnos
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a la raiz histdrica de su surgimiento: conocer los contextos, desafios y problematicas propios

de este momento.

2.1 Contexto histérico de las series

Las series y sucesiones es una de las bases del principio de la historia de las matematicas
donde se han estudiado sus propiedades, y éstas han sido aplicadas, sobre todo, a la
aritmética. Constituyen una herramienta muy poderosa para el desarrollo de otros conceptos
como el de funcion, limite o infinito, y para la matematizacion de la vida cotidiana a partir
de la modelizacién (Weigand, 2004). El origen de las series, al igual que el de tantas otras
ramas de las matematicas es incierto. Las primeras progresiones aritméticas y geométricas,
tanto en Egipto como en la India, aparecieron alrededor del siglo XV1 a. C. La aparicién de
los primeros conceptos que dan origen a las series infinitas, son las sucesiones, éstas estan en
forma de versos como aparecen en el Mandala Il del Rg Veda en el himno 18 y cuyo origen
estd calculado entre los afios 2000 a.C. al 1750 a.C. (Gutiérrez, 2009). No obstante, se
conservan algunos documentos que atestiguan la presencia de progresiones varios siglos
antes de nuestra era, por lo que no se debe atribuir su paternidad a ningun matematico

concreto. A continuacion veamos su desarrollo en algunas civilizaciones.

2.1.1 Babilonia

Las matematicas babildnicas se refieren a la de los pueblos de Mesopotamia (Irak moderno)
desde los dias de los primeros sumerios hasta el comienzo del periodo helenistico. El nombre
de matematicas babilonicas es debido al papel central de Babilonia como un lugar de estudio,
que dejo de existir durante el periodo helenistico. Desde este punto, la matematica babilonica

se fusiond con las matematicas griegas y egipcias para dar lugar a las matematicas
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helenisticas. Mas tarde, bajo el imperio arabe, Irak (Mesopotamia), especialmente Bagdad,
una vez mas se convirtio en un importante centro de estudio de la matematica islamica

(Codes, 2010).

En la época de los babilonios y su auge de las matematicas, segun expertos es conocido el
problema de calcular en cuanto tiempo se doblaria una cantidad de dinero a un determinado
interés compuesto, propuesto por los babilonios (2000 a.C. - 600 a.C.), lo cual hace pensar
que conocian de alguna manera la férmula del interés compuesto y, por tanto, las

progresiones geométricas (Pérez, 2012).

2.1.2 EIl Antiguo Egipto

En el antiguo Egipto ya se estudiaban las relaciones aritméticas en relacion con sus problemas

cotidianos. En cuanto al trato de las progresiones sus conocimientos se recogen en el “papiro

Ambhes”. Donde aparece tablas de descomposicion de 2 en suma de fracciones unitarias
n

(con n impar pues para n par equivale a una unitaria al simplificarse), y otra en las que se

escriben las descomposiciones de las fracciones de la forma % (Pérez, 2012).

Otros de los textos importantes que recogen los conocimientos importantes de esta
civilizacion es “El papiro Rhind”. Es un papiro de unos seis metros de longitud y 33 cm de
anchura, en un buen estado de conservacion, con escritura hieratica y contenidos
matematicos. Contiene 87 problemas matematicos en los que aparecen formulas de areas y
volimenes, progresiones, repartos proporcionales, reglas de tres, trigonometria bésica.
También encontramos como trabajar con fracciones unitarias (las inversas de los nimeros

naturales: 1/n), nimeros primos y compuestos; media aritmética, geométrica y armonica;
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interpretaciones sencillas de la Criba de Eratdstenes. Muestra la forma de resolver
ecuaciones lineales de primer grado, asi como las series aritméticas y geométricas.

El papiro egipcio de Rhind como se muestra en la figura 1, es un antiguo documento egipcio
que data cerca del afio -1650, obtenido de las ruinas de Tebas en 1858 por el anticuario

escoceés Henry Rhind y descifrado en 1866 por el egiptdlogo Eisenhol (Collete, 1986:41).
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Figura 1 Papiro egipcio de Rhind
Tomado de Boyer (1986)

2.1.3 Laantigua India (900 a.C — 200 d.C)

Uno de los personajes méas destacados de esta época fue Pingala (siglos 1l al 1 a. C.) el cual
en su obra expone ideas bésicas sobre los nimeros de Fibonacci, llamados matrameru. Por

otro lado, entre el 400 a. C. y el 200 a. C., los matematicos yainas comenzaron el estudio de
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las matematicas para el exclusivo propoésito de las matematicas, desarrollando
matematicamente las sucesiones y progresiones. El Manuscrito “Bakhshali”, escrito entre el
200 a. C. y el 200 d. C., incluia soluciones de progresiones aritméticas y geométricas y de

series compuestas, entre otras cosas (Pérez, 2012).

2.1.4 Laantigua Grecia (hasta el 300 d.C)

Las corrientes filosoficas, pitagdricos y los eleaticos, influyeron notablemente en el
desarrollo de la matematica griega. Los discipulos de Parménides, contrarios a la idea de
multiplicidad y cambio que defendia la escuela pitagdrica, adoptaron el principio de unidad
y permanencia del ser que dio lugar a las famosas paradojas de Zenon (Boyer, 1994). Entre
un sin numero de aportaciones de la cultura griega a las matematicas, cabe destacar que se
comienza a hablar en este tiempo de sucesiones de nimeros pares e impares. Aunque se
asociaba lo “par” con lo ilimitado y lo “impar” con limitado, cabe destacar a Arquimedes
(287 a.C— 212 a.C). Este matematico griego trabajo durante su vida con algunas sucesiones
y series de gran importancia. Las relativamente pocas copias de trabajos escritos de
Arquimedes que sobrevivieron a través de la Edad Media fueron una importante fuente de

ideas durante el “Renacimiento” (Pérez, 2012).

Por otro lado las series no aparecen tal y como se entienden actualmente. Las primeras
manifestaciones de sumas infinitas aparecen en las paradojas de Zenon de Elea (490-425
a.C.): el cual defendia la filosofia de Parménides que rechazaba el pluralismo y la realidad
de cualquier tipo de cambio, defendiendo la creencia de que todo es un indivisible, realidad
inmutable, y la razon descarta cualquier presuncion de lo contrario. Zendn pretendia

demostrar la inconsistencia de los conceptos de multiplicidad y divisibilidad mediante el
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método dialéctico, consistente en suponer cierto lo contrario de lo que se pretende demostrar
y llegar asi a una contradiccion o a un argumento absurdo (Codes, 2010). En el siglo XVII
Saint Vincent demostrd la convergencia de la serie geométrica, afladié un comentario a la
paradoja de Aquiles afirmando que Zendn no habia considerado que la distancia total es la

suma de una serie geométrica convergente, por lo que su suma es finita.

Otro discipulo fue Demacrito de Abdera (460-370 a.C.): inspirado quiza en el atomismo
geomeétrico de los pitagoricos, defiende una teoria fisica atomista que no encontro herederos
(Boyer, 1994). También Aristételes (384-322 a.C.): rechazo la existencia del infinito actual,
limitando el uso del término infinito sélo para referirse al infinito potencial (Boyer, 1959)
porque pensaba que si algo es desconocido, existe sélo potencialmente. Euclides de
Alejandria (325-265 a.C.): a pesar de que se conocen varios textos de este autor, se suele
asociar su nombre a los “Elementos”. Los “Elementos” han formado parte de la instruccion

de los cientificos a través de los siglos (Codes, 2010).

2.1.5 La Edad Media

En esta época las series infinitas aparecen asociadas al concepto de la latitud de las formas y
se ponen de manifiesto en la resolucion de problemas suscitados por el estudio del
movimiento. En este periodo se destaca la pérdida del miedo al infinito que caracteriz6 la

época griega. Boyer (1994:341) sostiene que:

Los matematicos del Occidente europeo mostraron durante el siglo XIV imaginacion y
notable claridad de pensamiento, pero lo que les faltaba era habilidad tanto algebraica como
geométrica, y asi sus contribuciones no consistieron en una extension de la obra de los

clésicos, sino en la exploracion de nuevos puntos de vista.
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Otros autores destacan la transicion de la etapa entre la Edad Media y el Renacimiento sin
resultados brillantes. En esta época, se fusioné nuevamente la matemaética a la ciencia y la
tecnologia, como en la época de Alejandria, asegurando asi su posterior desarrollo (Kline,

1992).

Se destaca en cuanto al desarrollo de las series y sucesiones a Bhaskara Il (1114 - 1185),
importante matematico de la India en el siglo XII. En el libro IX de Los Elementos de
Euclides aparece escrita una formula, semejante a la actual, de la suma de n términos
consecutivos de una progresion geométrica. Bhaskara plantea en su mas conocida obra “En
Lilavati”, diversos problemas sobre progresiones aritmeticas y geométricas. Ademas, en la
época destaca el matematico Leonardo de Pisa (1170-1250), mas conocido como Fibonacci,
su principal aportacion a las matematicas fue el estudio y calculo de una progresion relativa
a una pareja de conejos, que como se puede comprobar actualmente tiene multiples
aplicaciones en los fendmenos (especialmente naturales). Esta sucesion es conocida como

sucesion de Fibonacci (Pérez, 2012).

Otro matematico de la época media que se destaco en el desarrollo de series fue Leonardo de
Pisa (1170-1250): se intereso principalmente por la aritmética. En su obra “Liber abaci”
aparece un problema que da lugar a la conocida sucesion de Fibonacci, Esta sucesion, aparte

de sus aplicaciones, tiene interesantes propiedades como la de que el limite del cociente entre

o . . , , 1+V5
dos términos consecutivos es igual al nimero aureo ——

2.1.6 Las matematicas en el Renacimiento

En el Renacimiento se abordan y resuelven problemas relacionados con el algebra, y por

relacion con las sucesiones de gran envergadura. Nicolds de Cusa (1401-1464) sigue una
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vertiente filosofica relacionada con las matematicas. Al igual que merece la pena mencionar
la importancia de Michael Stifel, al cual se le debe el estudio tan serio que hizo de las series

y de las progresiones Aritméticas y Geométricas (Pérez, 2012).

2.1.7 Edad Contemporanea

Desde el siglo XVII, la convergencia de las series ha suscitado desacuerdos sobre la validez
de muchos resultados en los que intervenia series infinitas. La falta de una estructura tedrica
firme sobre sumas de series infinitas provocd muchos resultados contradictorios. Una de las
razones que produjeron conclusiones erroneas, fue el uso del algebra de las sumas finitas
aplicada a las sumas infinitas. Esto es consecuencia de la falta de una teoria de calculo

infinitesimal consolidada que aun debia esperar para asentarse (Codes, 2010).

En la Edad Contemporénea lIsaac Newton (1642-1727), uno de los cientificos més
importantes de la historia, con su aportacion mas conocida: “El binomio de Newton”,
mediante el Teorema del binomio Newton es capaz de desarrollar cualquier potencia de
sumandos como una serie finita de términos. No obstante, Euler contribuyd a todas las ramas
de las matemaéticas activamente y trabajo con sucesiones y series. De igual manera Cauchy
investigd la convergencia y la divergencia de las series infinitas, ecuaciones diferenciales,
determinantes, probabilidad y fisica matematica. Ademas, caracteriz6 el concepto de limite
mediante las sucesiones. Asi mismo Joseph Fourier (1768-1830) introduce la representacion
de una funcidén como una serie de senos y cosenos, ahora conocidas como las series de Fourier

(Pérez, 2012).

Por otro lado, ya desde temprana edad Gauss destaca por sus habilidades matematicas,

incluso a los 7 afios consiguio resolver el problema de la suma de los 100 primeros nimeros
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en una clase en el colegio estableciendo una relacion simétrica en esta progresion aritmetica.
Y por altimo con Stolz nos encontramos ante uno de los grandes matematicos austriacos y
de la época. Es conocido por sus trabajos en materia de analisis matemaético e infinitesimal.
Sobre el tema de sucesiones consiguio estudiar la convergencia de una sucesion a partir de

otra sucesion mondtona creciente y divergente (Pérez, 2012).

De los trabajos realizados en los siglos XVII, XVIII y XIX hay muchos aspectos

fundamentales para trabajar coherentemente con sumas infinitas (Codes, 2010).

e Las series trigonométricas utilizadas por algunos matematicos anteriores a Fourier, como
Lagrange, D. Bernoulli o D’ Alembert, aparecieron en muchas ocasiones en célculos de
astronomia, principalmente para aproximar distancias.

e Cuando Dedekind definio las ideas relativas al infinito donde un conjunto infinito como
aquel gue es semejante a una parte de él mismo, dotd al concepto de infinito de entidad
I6gica que hasta entonces no habia tenido.

e El célculo infinitesimal se formaliza a partir del siglo XVIII y emerge como una teoria
consolidada en el siglo XIX. Tras la prohibicion del uso de series no convergentes, se
formaliza una teoria de series. En esta nueva teoria aparece el concepto de sumabilidad.
Es posible definir la suma de una serie con otro significado distinto del habitual, en el que
se asocia a un proceso de acumular, y asi se puede definir una suma para una serie

divergente.

Las investigaciones en astronomia promueven los trabajos sobre ecuaciones diferenciales,
que requieren de la teoria de series divergentes. Con referencia a lo anterior, las sucesiones

y series infinitas siempre se usaron para resolver problemas aritméticos y geometricos, pero

51



poniendo énfasis en ellos nunca utilizaron Calculo Diferencial e Integral, al menos no como
el que usamos en la actualidad. A pesar de lo artificial de las nuevas definiciones de suma, la

validez de su interpretacion fisica justifica su aceptacion.

2.2 Historia de las Progresiones geométricas

La historia de las progresiones geométricas data de miles de afios atrads, cuando el hombre
ajustaba el concepto de nimero y podia representarlo por medio de cddigos, para asi lograr
ordenarlos en forma creciente y progresiva, lo que contribuyd inicialmente a la formacion de
la sucesion natural de los numeros. Una vez establecida la sucesion natural de los numeros,
contar se basaba en asignarle a cada objeto del grupo dado un elemento de la sucesion natural,
principiando desde uno hasta llegar al ultimo objeto; por lo tanto, la cantidad total de objetos
correspondia al término de la sucesion natural en que se ubicaba el Gltimo objeto (Codes,

2010).

No obstante las primeras progresiones aritméticas y geométricas, tanto en Egipto como en la
India, aparecieron alrededor del siglo XV1 a. C. la aparicién de los primeros conceptos que
dan origen a las series infinitas, son las sucesiones, éstas estdn en forma de versos como
aparecen en el Mandala II del Kg Veda en el himno 18 y cuyo origen esta calculado entre los

afios 2000 a. C. al 1750 a. C (Gutiérrez, 2013).

Las progresiones geomeétricas fueron planteadas en numerosas culturas y la mayoria tiene
tablas que muestran el conocimiento implicito de la progresion geométrica, sin embargo, para
la mayoria de historiadores se inicia mas formalmente desde la matematica griega. Por
ejemplo, en las dos paradojas de Zendn de Elea (490 — 430 a.C.) conocidas, una como la de

“dicotomia” y otra como la de “Aquiles y la tortuga”, en la primer paradoja Zendn argumenta
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gue un corredor nunca llega a la meta, ya que primero debera recorrer la mitad y
posteriormente la mitad de la mitad, y asi sucesivamente, lo que en términos modernos indica

que, Zen6n argumenta que dado que la suma de %+ % + % +... esinfinita el corredor nunca

podra llegar al final (Horta, 2018).

Esto nos dice que la nocidn de la progresion geométrica era conocida por los antiguos
griegos, aunque no aparezca una relacion con la progresion geométrica. Méas adelante se
encontraron hallazgos sobre relaciones entre progresiones aritméticas y geométricas, como

lo explica Horta, (2018:58):

Uno de los primeros en encontrar la relacion entre las progresiones aritméticas y geométricas
fue Arquimedes (287 — 212 a.C.) quien desarroll6 propuestas sobre las progresiones

geométricas, basado en el método de exhausion con las cuales demostrd resultados tales como

que el &rea cercada por una linea y una parabola es igual a % del area de un triangulo con

igual base y altura y para esto demuestra en su trabajo sobre la cuadratura de la parabola que

lasuma 1+1+ L1, 4
4 4> 4 3

Por otro lado, Hawking (como se cit6 en Horta, 2018) explica que en el Arenario, Arquimedes
crea un sistema de numeracién basado en la miriada (10 000) y la base 10 para contar el
namero de granos de arena que puede estar contenido en el universo en el cual hace uso de

la progresion geométrica de razén 10, como en el sistema de numeracion actual.

53



2.3 Conceptos de Progresion geométrica y sus interpretaciones

Una serie geométrica es una sucesion de nimeros en la que cada término después del primero
se obtiene al multiplicar el termino anterior por una constante r. La constante r se llama razon

comun. Ahora una serie geométrica infinita es una serie de la forma

atar+ar’+ar’+ar' +..+ar'" 4.
No obstante la formula para la suma de una sucesién geométrica finita puede, dependiendo
del valor de r, extenderse para producir una formula para la suma de una serie geométrica
infinita. En ese mismo sentido podemos aplicar el razonamiento usado antes para hallar la
suma de una serie geométrica infinita. Sea S, =a, +a,r+a,r*+...+a,r"*+a,r"* (1)
Al Multiplicar (1) por r, obtenemos 1S, =a;r +a,;r* +a;ri+...+a;r*-t +a;r* (2),
Al restar (2) de (1) se tiene r5, -5, =a,r*—a

(r—1)5, =a,(r*—1)

1-r"

(r=1).

Podemos dividir ambos lados de la tltima ecuacion r—1 obteniendo, Sn =a

Se deduce que S, se acerca a 1i cuando n se hace grande, 0 bien
-r

S, — li cuando n — oo, entonces la suma de esta serie geométrica infinita es Szli. Si

Ir|>1 la serie diverge (Stewart, Redlin y Watson, 2012).

Por otro lado para Horta, (2018) una serie geométrica es una sucesion de numeros en la que
cada nimero a su antecesor multiplicado por una constante. Por ejemplo en la vida cotidiana,
en el ambito de las inversiones y las rentas, es importante conocer en este tipo de progresion
su velocidad de crecimiento, evidenciada en el denominado “interés compuesto”. Asi mismo

en biologia mediante este proceso natural cada célula obtiene dos células hijas, y cada una
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de ellas obtendra sus correspondientes dos células hijas, y asi sucesivamente. Este suceso

también puede modelar mediante una progresion geométrica.

2.4 Pensamiento matematico variacional

En los inicios del desarrollo del célculo, diferentes ideas y aproximaciones a los objetos
matematicos (limite, derivada, funciones, integral, entre otros) se desarrollaron en diferentes
contextos: aritmético, geomeétrico, algebraico a partir de fendmenos en contextos fisicos,
geométricos, y en alguna medida algebraica, siendo las ideas dindmicas las verdaderas
gestoras de los trabajos de los padres del calculo: Newton y Leibnitz (Mendoza, 2016). En
este sentido, la variacion y el cambio han sido aspectos explicativos de muchos fenémenos

naturales y cotidianos en diferentes situaciones.

Investigadores como Vasco (2006) y Villa-Ochoa (2010) han planteado reflexiones, con la
intencion de que algunos conceptos y objetos en matematicas sea percibido a través de
fendmenos de cambio y variacion, pues han ofrecido algunas reflexiones “experimentales”
sobre la necesidad de desarrollar este tipo de pensamiento en salén de clase. En este aspecto
y, desde una perspectiva que trasciende el pensamiento variacional, afirmamos que este busca
conducir al estudiante a un aprendizaje mas significativo de los conceptos matematicos. Esta
afirmacion es coherente con la descripcion que Mendoza (2016:35) hace del pensamiento

variacional:

Si, en coherencia con esta concepcion del pensamiento variacional, nos situamos en
contextos cercanos a los estudiantes, en los cuales puedan investigar sobre los procesos de
cambio que viven a diario, éstos podran poner en evidencia sus concepciones pre

matematicas y, a través de un curriculum adecuado, conducirlos a un aprendizaje mas
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significativo de los conceptos matematicos que el sistema educativo busca entregar,

sistematizar y formalizar.

Es asi que el Pensamiento Variacional es conceptualizado desde distintas perspectivas de
acuerdo a ciertos elementos y a los indicadores de su desarrollo. Para Vasco (2006) el
pensamiento variacional es concebido como una forma dindmica de pensar que intenta
producir mentalmente sistemas que relacionen sus variables internas de tal manera que
covarien en forma semejante a los patrones de covariacion de cantidades, en los subprocesos
recortados de la realidad. En palabras de (Vasco, 2002:64) este pensamiento es un asunto de

modelar y no meramente resolver ejercicios o problemas de matematicas como lo afirma:

Para mi, el principal proposito del pensamiento variacional es la modelacion y no es
propiamente la resolucion de problemas ni de ejercicios. Al contrario, para mi, los mejores
problemas o ejercicios deberian ser desafios o retos de modelar algin proceso. Para poder
resolver un problema interesante tengo que armar primero un modelo de la situacion en
donde las variables covarien en forma semejante a las de la situacion problemética, y no

puedo hacerlo sin activar mi pensamiento variacional.

Por otro lado, investigadores desde la perspectiva de socioespistemologica como Cantoral,
Reyes y Montiel (2014a) sefialan que la construccion social del conocimiento o
epistemologia de las practicas sociales centra su interés en aquellas practicas de naturaleza
social que le den sentido y significado al saber matematico, dandose paso del conocimiento
al saber. En palabras de Cantoral (2004) sefiala que se entenderd por pensamiento y el
lenguaje variacional como una linea de investigacion que estudia fendmenos de ensefianza,
aprendizaje, comunicacion de saberes matematicos de la variacion y el cambio en el sistema

educativo y el cual presta atencion en el estudio de los diferentes procesos cognitivos y
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culturales con que las personas asignan y comparten sentidos y significados utilizando para

ello diferentes estructuras y lenguajes variacionales.

Para Cabezas y Mendoza (2016) consideran que pensar variacionalmente es desarrollar
capacidades que permitan utilizar diferentes representaciones, interpretarlas y analizar
dindmicamente lo que sucede en la otra representacion si se modifica una condicién
particular. Se trata de un proceso mental activo en el que se generan secuencias de imagenes
mentales (no ostensivas) que se van refinando hasta que la comprension de la situacion, via
procesos de visualizacion, conduce a un modelo mental de la situacién planteada, la cual es
objetivada por representaciones que dan cuenta de la covariacion de las variables y expresada

en un soporte material (ostensivo).

2.4.1 Elementos del pensamiento y lenguaje variacional.

Investigadores como Caballero y Cantoral (2013), Gonzélez (1999) y Salinas (2003) definen
algunos conceptos relativos a elementos del pensamiento variacional, su interrelacion,
articulacién y desarrollo. Estos autores sostienen que para generar el desarrollo del
pensamiento variacional, es necesario el uso de los elementos que lo conforman (Ver figura

2).
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Recurren a

Argumentos Variacionales |

Son articulados por

Explican

Situaciones Variacionales ——)

Se componen

Figura 2 Modelo de interaccién de los elementos del Pensamiento y Lenguaje Variacional
Fuente: Tomado de Caballero y Cantoral (2013:1024)

De acuerdo a la Figura anterior y siguiendo el trabajo de estos autores Caballero y Cantoral
(2013), Gonzélez (1999) y Salinas (2003), se establecid una caracterizacion de elementos del

pensamiento y lenguaje variacional los cuales se resumen y describen de la siguiente manera:

Situacién Variacional es un conjunto de problemas donde corresponden a experimentos
planteados, los cuales demandan de estrategias variacionales y que, ademas, requieren
cuantificar el cambio, conocer cdmo y cuanto cambian las variables. No obstante se considera
una situacion no variacional si se resuelve empleando un proceso algoritmico que lleve a una

respuesta sin la necesidad de analizar y cuantificar los cambios en las variables.

Argumentos Variacionales son explicaciones que proporcionan los estudiantes para

analizar el cambio y su cuantificacion y las expresan mediante distintos procedimientos que
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reflejan y expresan el reconocimiento cuantitativo y cualitativo del cambio en el sistema u

objeto que se esta estudiando (Cantoral, Molina y Sanchez, 2005).

Cadigos Variacionales son modos de expresar el cambio y la variacion, pueden consistir en
frases, dibujos, tablas entre otros, y que son articulados para generar los argumentos

variacionales y que dan cuenta del andlisis variacional que se realiza.

Estructura Variacional Especifica se compone de herramientas, procesos y procedimientos
en el &mbito matematico y cientifico que funcionan como punto de apoyo abordar y explicar
el estudio del cambio y la variacion en las situaciones variacionales. El uso de estos
conocimientos en la situacion permite a la persona tener un referente sobre el cual llevar a

cabo el estudio de la variacién del fenémeno.

Estrategia Variacional es una forma particular de razonar y actuar ante una situacion
variacional, y generar argumentos variacionales que explican la situacion. Entre las
estrategias variacionales caracterizada figuran comparacion, seriacién, estimacion, vy
prediccion. Entre las estrategias variacionales reportadas por Caballero y Cantoral (2013)

son:

Comparacion esta asociada a la accion de establecer diferencias entre estados, uno antes y
otro despues, o dos estados de dos fendmenos diferentes, lo que permite identificar si hubo
un cambio y poder analizarlo con base en las caracteristicas de esos cambios y variaciones
en esos estados. Por ejemplo varios términos utilizados en el uso de esta estrategia son: “esta

mas arriba que”, “es mas pequefio que”, “estd por debajo de”, “es mas grande que”, entre

otros.
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Seriacion esta relacionada con la comparacion, ya que esta asociado con la accién de analizar
estados sucesivos y establecer relaciones entre ellos. pero se diferencia en que se analizan
varios estados y no Unicamente dos, con el objetivo de encontrar una relacion o propiedad
entre ellos, como puede ser hallar una relacion funcional dada una tabla, encontrar un patron

en el comportamiento de una gréafica, o relaciones entre variables.

Prediccién esta asociada a la accion de poder anticipar un comportamiento, estado o valor,
luego de realizar un andlisis de la variacion en estados previos, de manera que se sintetiza y
abstrae esta informacion en modelos predictivos. Por ejemplo dada una serie o secuencia de
nameros, se pregunta por el nimero que corresponde a una posicién posterior, e incluso una
anterior. A diferencia de la Seriacion, la Prediccion no busca encontrar en si una relacion,
sino que se postula un nuevo estado usualmente a mediano o largo plazo, siendo este estado

local, en el sentido de que corresponde a un momento o valor determinado.

Estimacion es a partir de conocer la variacion de un fendmeno en estados previos, se proponen
nuevos estados o comportamientos a corto plazo de manera global, a diferencia de la
Prediccion en donde los estados propuestos son locales. Por ejemplo, se usa en el anélisis del
crecimiento de poblaciones para saber si crecera o disminuira, en tanto que la Prediccion

puede servir para decir hasta qué punto crecera.

Tareas Variacionales son actividades, acciones y ejecuciones al interior de una situacion
variacional que que comparten similitudes en cuanto a sus objetivos y los contextos en que
se desarrollan. Entre las tareas variacionales que Caballero y Cantoral (2013) hacen

referencia estan: tabulacion como variacion numeérica, analisis de datos en tablas numéricas,
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construccién de graficas con la variacién como punto de referencia, analisis grafico con la
variacion como punto de referencia.

2.4.2 Pensamiento variacional como razonamiento covariacional y sus acciones

mentales.

Con base a investigacidnes de Carlson, Jacobs, Coe, Larsen, y Hsu (2002) quienes expresan
en otras palabras, para referirse al pensamiento variacional y lo denominan “razonamiento
covariacional”. En este sentido lo definen como una actividad cognitiva que toma en cuenta
la coordinacion del cambio entre dos variables, cuantificando lo que sucede en una variable,
si la otra variable cambia. Los autores antes sefialados realizaron una investigacion con
estudiantes universitarios en la asignatura de calculo, y proponen cinco acciones mentales
asociadas a ciertos niveles para determinar la covariacion entre dos cantidades, atendiendo

al grado de desarrollo iniciando desde un nivel basico hasta el superior.

Una descripcidn de las cinco acciones mentales de razonamiento covariacional asociados a
los comportamientos se proporcionan en la Figura 3, la cual esta ligada a la perspectiva
tedrica que tanto Vasco, Cantoral y otros proponen respecto al pensamiento variacional. Es
por ello que se hace mencion de las acciones y actividades mentales con su respectiva

descripcion.
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Accién Mental 1 La coordinacion de los valores de las variables,

(AM1) cuando hay cambio en una y en otra.

Accién Mental 2 La coordinacion de la direccion de cambio de

(AM2) una variable con cambios en la otra variable.

Accion Mental 3 La coordinacion de la cuantificacion del

(AM3) cambio en una y en la otra variable.

Acciéon Mental 4 La coordinacion de covariaciones.

(AM4)

Accion Mental 5 La coordinacion adecuada de la suma Sn de an

(AMS5) términos en los valores del dominio de la
sucesion.

Figura 3 Acciones mentales para determinar la covariacion
Fuente: Adaptado de Carlson et. al (2002)

2.4.3 Desarrollo del pensamiento Variacional

El desarrollo del pensamiento variacional para Aguirre y Gil (2015) requiere de combinar la
utilizacion del formalismo matematico con la comprensién de métodos matematicos para
cuantificar, describir y predecir cambios de procesos continuos contextualizados a las
caracteristicas tecnoldgicas de la sociedad. En Colombia, en los Estandares curriculares de
Matematicas MEN (2006:66) se describe el pensamiento variacional y su desarrollo en los

siguientes términos:

Uno de los propositos de cultivar el pensamiento variacional es construir desde la
Educacién Bésica Primaria distintos caminos y acercamientos significativos para el

desarrollo, comprensién y uso de los conceptos y procedimientos de las funciones y sus
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sistemas analiticos, para el aprendizaje con sentido del calculo numérico y algebraico y,
en la Educacion Media, del célculo diferencial e integral. Este pensamiento cumple un
papel preponderante en la resolucion de problemas sustentados en el estudio de la
variacion y el cambio, y en la modelacion de procesos de la vida cotidiana, las ciencias

naturales y sociales y las matematicas mismas.

La propuesta del MEN para el desarrollo del pensamiento variacional, afirma que para
desarrollar este pensamiento se requiere iniciar con el analisis de regularidades (entendidas
como unidades de repeticion se encuentran en sucesiones 0 secuencias que presentan objetos
en un orden fijado o de acuerdo a un patrén) y la busqueda de un patrén de repeticion, en
donde dichas regularidades se evidencian por secuencias ordenadas que presentan los
objetos, las formas o eventos, para finalmente ser modeladas por un procedimiento, un
algoritmo o una férmula (MEN, 2006:66), no obstante autores como Javier, Colombia, Evely
y Enrique (2015) precisan que los procesos matematicos que estdn inmersos dentro del
proceso de resolver problemas con los cuales los estudiantes puedan, razonar, comunicar,
modelar, elaborar, comparar y ejercitar procedimientos, son necesarios para lograr
caracterizarlos como habilidades inherentes al pensamiento variacional, inmersas en el uso

de las tecnologias digitales.

Por otro lado autores como Posada, Obando, Munera y Villa (2006) proponen un esquema

del desarrollo del pensamiento variacional que se ilustra a continuacion en la figura 4.
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{ Pensamiento variacional {

A partir de ’
variacion
Su estudio desde Condiciones para determinar
Registros de representacion }4—‘ [ Correlacion de magnitudes ’
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» Funcion Permite construir ————————
requiere
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Sistemas Variables Incogrita

numéricos dezde

3 inecuaciones

v

—’{ Teorema fundamental del algebra Ir

Figura 4 Propuesta para el desarrollo del pensamiento variacional
Fuente: Tomado de Posada, Obando, Munera y Villa (2006:18)

En el anterior esquema la variacion se articula en funcién del teorema fundamental del
algebra en relaciona con el pensamiento numérico. Inicialmente un estudiante, ante una
situacion problema, transita su atencion y considerar una variable a la vez, y por lo tanto, su
analisis de la situacién es parcial. En segundo lugar, debe identificar las variables del
problema, y su correlacion. En tercer lugar, se caracteriza el uso de estrategias que se centren
en el reconocimiento de patrones de correlacion entre las cantidades y hacer relaciones de
representaciones y sus registros. En cuarto lugar, se reconocen estructuras y relaciones que
coordinan la variacién de dos cantidades, y por ultimo, se fundamenta en la comprensién de
la relacion de proporcionalidad como una razén que relaciona cualquier par de valores

correspondientes a cada uno de las cantidades que se comparan.
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2.4.4 Niveles del desempefio en relacion al desarrollo del pensamiento
variacional.

El pensamiento variacional se viene desarrollando desde al menos tres decadas. Este
constructo se ha ido fortaleciendo en la medida que se ha contextualizado su proposito, sobre
que es pensamiento variacional, los elemntos del pensamiento varacional, como se desarrolla
este tipo de pensamiento y otro desafio en este momento es establecer niveles de desempeno
que permita medir de manera cualitativa el avance que esta tendiendo un determinado
individuo frente a esta situacion (Cantoral, 2013; Vasco, 2006; Moreno, Font y Juan, 2016;
Arrieta Vera y Diaz Moreno, 2015; Mendoza, 2016).

A continuacion se muestra en la figura ilustrativa 5 los niveles del desempefio de los
estudiantes en relacion al desarrollo del pensamiento variacional que proponen Baéez,
Martinez y Pérez (2017:97) y que serviran de referencia para el analisis en este trabajo de

investigacion.
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Nivel

Caracteristicas

Criterios valorativos

Como la expresion del nivel primario
en el desarmollo del pensamiento
variacional, donde se examinan de
forma global la existencia y el

Los estudiantes identifican y manipulan relaciones,
patrones, transformaciones, procesos algebraicos y
geometricos.

Reconocimiento ianif d P Los estudiantes reconocen la existencia y el significado
(Mivel 1) ?'gm icado de la varacion en Un | g . uohecisn en  un fendmeno  modelado
enomeno modelado matematicamente matematicamente
y se distinguen los elementos en la ’
variacion. Los estudiantes distinguen los elementos de la variacion.
EIS la ;;E;?rsc:ﬁ; del dr;*l.rel Ir::::aer::zri: Lilzls estudiantes establecen . rfalacmnes entre .l.DS
variacional donde dada una situasion diferentes elementos que distinguen la variacion,
o relacionan propiedades y reglas siguiendo argumentos
variacional, representada por un deductivos informales
fenomeno modelado ’
Relacidn matematicamente, y por los elementos Los estudiantes comunican reflexionan
(Nivel 2) gue distinguen a la variacion, se y

puedan establecer las relaciones entre
dichos elementos expuestos en tablas,
graficas y otras formas de
representacion

matematicamente y usan el lenguaje matematico para
argumentar la solucidn de problemas.

Los estudiantes manipulan relaciones, transformaciones,
procesos algebraicos y geométricos.

Deduccion formal
(Mivel 3)

Es el mas alto indicio de desarrollo del
pensamiento  variacional en el
estudiante, el desempefio se concreta
en la solucion de actividades que
modelan fendmenos ingenieriles.

Los estudiantes descubren nuevas relaciones y realizan
clasificaciones inclusivas.

Los estudiantes comunican ¥ reflexionan
matematicamente y usan el lenguaje matematico para
argumentar |la solucidn de problemas.

Los estudiantes comprenden las relaciones presentes en
fendmenos ingenieriles vy reconocen en ellos la
existencia de relaciones variacionales y los objetos
malematicos que subyacen en dichas siluaciones.

Los estudiantes construyen nociones malematicas en
ambitos fenomenologicos vinculados a la ingenierfa, a
fravés del estudio de practicas sociales gue hacen
emerger el conocimiento matematico.

Figura 5 Niveles del desempefio de los estudiantes en relacién al desarrollo

del pensamiento variacional
Fuente: Tomado de Béaez, Martinez y Pérez (2017:97)

2.5 Visualizacion

Otro elemento considerado en este trabajo de investigacion es la visualizacion matematica,
puesto que es el medio pertinente para conectar lo ostensivo o perceptible con lo no ostensivo
(imagenes mentales). La visualizacion como campo de investigacion en educacion

matematica comienza a configurarse a partir de la década de los noventa hasta principios de
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este siglo. De acuerdo con Crisologo y Martinez (2015) la visualizacion es la asociacion de
imagenes-ideas que pueden ser internas (mentales) o externas (representaciones concretas:
figuras, diagramas, gréaficas, simbolos, etc.) en donde una imagen puede evocar o sugerir una
idea; una idea puede exteriorizarse por medio del lenguaje y, a veces, por medio de una

representacion concreta.

Para Borba y Villarreal (2005) la visualizacién ha sido considerada como una forma de
razonamiento en la investigacién en matematicas y en Educacion Matematica. Basados en
una amplia revision de la literatura, estos investigadores presentan dos niveles en los que
puede considerarse la visualizacion: el primero asociado a su uso en la prueba matematica
formal, y otro, relacionado con su uso en otras actividades matematicas tales como la
elaboracion de conjeturas, la solucién de problemas o los intentos de explicar algunos

resultados matematicos a colegas o estudiantes.

Segun Castellanos (2010), se debe hacer una diferenciacién entre ver y visualizar, de tal
forma que el ver se reduce a una capacidad fisioldgica, mientras que la visualizacion es un
proceso cognoscitivo, propio del ser humano, que esta vinculado con la cultura del sujeto:
historia, ideologia, tradiciones, costumbres, valores, etc. Por su parte, Mejia (2007:16) afirma

que:

Con la visualizacion en matematicas se pretende multiples tareas. Las ideas, conceptos y
métodos de las matematicas presentan una gran riqueza de contenidos visuales,
representables intuitivamente, geométricamente, cuya utilizacion resulta muy provechosa,
tanto en las tareas de presentacion y manejo de tales conceptos y métodos, como la

manipulacién con ellos para la resolucion de los problemas del campo.
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Es evidente entonces, que la visualizacion esté relacionada estrechamente con la deduccion
que se pueda tener al momento de interpretar una figura, de igual forma se relaciona con la
representacion que se pueda hacer de lo que se observa e interpreta. Nuevamente Crisélogo

y Martinez (2015:212) destaca que:

La visualizacidbn no es una “vision” inmediata de las relaciones contenidas en la
representacion, sino que es un proceso que culmina con la asociacion iméagenes ideas, que
puede ocurrir luego de una interpretacion de lo que se nos presenta en la contemplacién; y
que so6lo podremos realizar eficazmente, si hemos aprendido a leer adecuadamente el tipo de
comunicacién que la sustenta. No cualquiera puede leer una radiografia y emitir un

diagnostico cercano a la realidad.

Es asi que la visualizacion es como una primera instancia de comprension de diferentes
situaciones vinculadas con la variacion, como un medio para el desarrollo y la potenciacién
de habilidades visuales y de otros sentidos. Con base a los expertos antes mencionados, en
este estudio se hara uso del término visualizacién en el sentido de representaciones
geométricas que ponga de manifiesto la representacion de un determinado objeto y

operaciones sobre este.

2.6 Registros de representacion

En el aprendizaje de la matematica diversos enfoques tedricos describen el papel de los
sistemas de representacion en acciones cognitivas para la produccién de sistemas mentales,
considerando que los cambios entre los sistemas de representacion de los objetos
matematicos pueden facilitar la eventualidad de dichos objetos en los estudiantes (Contreras

y Font, 2002). La formacion del pensamiento, particularmente en matematica, esta junto al
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desarrollo de simbolismos especificos para representar a los objetos y a sus relaciones, por
tanto, el progreso de los conocimientos implica la creacion y el desarrollo de sistemas

semioticos nuevos y especificos.

No obstante investigaciones de caracter cognitivo tales como Hitt (2001); D'Amore (2009);
Duval (2006); enfatizan que en un contexto de objetos matematicos se requiere que estos se
visibilicen en algun sentido. En el pensamiento variacional Vasco (2003) se refiere a los
modelos mentales, Mendoza (2016) habla de modelos ostensibles (manifestada en algin tipo
de soporte material) y no ostensibles secuencias de (imagenes mentales), y sefiala que pensar
variacionalmente desde este enfoque es desarrollar capacidades que permitan utilizar
diferentes tipos de representaciones, interpretarlas y poder analizar dindmicamente lo que
sucede en la otra representacion, si se modifica una condicion particular. Dada la importancia
del constructo representaciones se enfatiza la perspectiva teérica de Duval ya que este

investigador es uno de los referentes de la construccion de diferentes objetos matematicos.

Duval (2006) afirma que no existe conocimiento sin algun tipo de representacién mediante
los sistemas mentales, las cuales cubren el conjunto de imégenes y las concepciones que un
individuo puede tener sobre un objeto. Todo objeto matematico necesita de representaciones,
ya que no se dispone de cosas u objetos netamente fisicos para ilustrar en su lugar una
actividad sobre los objetos matematicos. Segin Duval (1999), los sistemas mentales se afinan
y se convierten en representaciones mentales, los cuales son exteriorizados mediante
representaciones semidticas que pueden ser palabras, dibujos, letras, numeros. En
matematica las representaciones semidticas son importantes, tanto para los objetivos de

comunicacion, como para el desarrollo de la actividad matematica.
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Respecto a las representaciones semidticas Duval (1999:14) sefiala que:

Son producciones constituidas por el empleo de signos (enunciado en lenguaje natural,
formula algebraica, gréfico figura geométrica, etc.) que pertenecen a un sistema de
representacion, el cual tiene sus propias reglas y significancia. Es decir, el medio del cual
dispone un individuo para exteriorizar sus representaciones mentales, para hacerlas visibles
0 accesibles a los demas. Existen distintos tipos de registros de representaciones semidticas,
por ejemplo: registro de la lengua natural, registrd gréafico, registrd figural y registrd

algebraico.

Es asi que Duval (2004a:26) sostiene que “no hay otro medio de acceso a los objetos

matematicos que las representaciones semidticas”.

2.6.1 Transformaciones tipo tratamiento y conversion

Para Duval (2004a) se distinguen dos tipos de transformaciones de una representacion
semidtica: el tratamiento, que es la transformacién de una representacion en otra
representacion de un mismo registro; la cual es una transformacién estrictamente interna a
un registro, y la conversion: que es una transformacion de la representacion de un objeto en
un registro en otra representacion del mismo objeto en otro registro. No obstante, la
articulacién de los registros de representacion semioética a este estudio constituye un enlace
fundamental para conocer los procesos de comprension de este concepto. Desde la teoria de
las representaciones semioticas expuesta principalmente por Duval (2004a); Hitt (1998b:20)
plantea que “la comprension de un contenido estd basada en la armonizacion de al menos dos
registros de representacion, y esta armonizacion queda de manifiesto por medio del uso

rapido y la espontaneidad de la conversion cognitiva”.
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Por ello, Duval considera que las tareas de conversion representan ser fundamentales para la
comprension de conceptos. De lo anterior se presenta un ejemplo sencillo para ilustrar estos

dos tipos de transformaciones.

o,
- ,
A -
/// \‘\
v .
e .
/// \\
v, .
/ h
,
- .
- TRANSFORMACION \\\\
/ De una repressptacion semiotica en otra "
P Usted tiens nn pastel, v quiere comer primsrg 13 mrtad del \
- pastel, hego comeri la mitad de lo que reste, lnego comera -
aira vez la mitad de lo que reste. Este proceso se repite da ™
mansara indafinida. ; Cuil a5 8l &raa total del pastal que
podria comerze?
TRATAMIENTO
Manteniendo el mizmo sizfema
_ semidtice
CONVERSION , "
Cambiando el sistema semidtico (el 5= 2 = 3
ragisira) msande sin cambiar los
objetos indicados. ¢ 1 1 3
o T 4
1 I .0 1 7
3--:'—-— : e e = e — = —
r h=z*tats ]
gmlod L 1 13
2 4 B 16 16

Figura 6 Ejemplo de transformacidn tipo tratamiento y tipo conversion

Fuente: Elaboracion propia
De la figura anterior, en el lado izquierdo se vislumbra que hubo un cambio de registro al
hacer un transito del lenguaje verbal al leguaje algebraico. Es asi que se dio la transformacion
tipo conversion, y al lado derecho se evidencia una secuencia de varias transformaciones tipo

tratamiento porque se operd en el mismo registro.
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2.6.2 Registros de representacion del objeto matematico serie geométrica

La importancia de reconocer totalmente el conjunto de registros, especificamente en el objeto
matematico de las series geométricas para utilizarse durante el proceso de ensefianza y
aprendizaje, reside en que se pueda admitir la aprehension de conocimientos. De lo anterior,
Duval (1999:63) afirma que “la comprension de un contenido conceptual reposa sobre la
coordinacion de al menos dos registros de representacion, y esa coordinacion se manifiesta

por la espontaneidad de las actividades de conversion”.

Por otro lado, Duval (1999) sefiala que la conceptualizacion en matematicas implica una
armonizacion de registros de representacion, de los cuales la comprension de un objeto
matematico se reclina en la coordinacion de al menos dos registros de representacion
semidtica, esto es, todo el funcionamiento cognitivo o los actos cognitivos como la
aprehension conceptual de un objeto (noesis) estd determinado por los sistemas de
representacion semidtica (semiosis), es decir no hay noesis sin semiosis. En cuanto a la
conceptualizacion y construccion de conceptos en matematicas, autores como D'Amore
(2009) afirma que lo antes mencionado esté articulado con la habilidad de manejar méas
registros de representaciones semioticas de esos conceptos como ser la de convertir
representaciones de un registro dado a otro, tratar tales representaciones al interior de un

mismo registro y de representarlos en un registro dado.

De los planteamientos anteriores se evidencia que el proceso de conversion de registros de
representacion semidtica segun Duval (1999), garantiza la aprehension conceptual en
matematica. De manera articulada la visualizacion permite la realizacion de anélisis
cualitativos de contenidos méas profundos, y ademas, el uso de secuencias didacticas o

sesiones de trabajo permite dar evidencias descriptivas de los esquemas mentales que
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moviliza la persona para la apropiacion de dicho concepto. De acuerdo a lo anterior el
concepto de series geométricas puede representarse en diferentes registros, con su respectivo

tratamiento y conversion los que se describen a continuacion:

Simbélico: “En este registro, se emplean sistemas de notacion simbolica ajustada al lenguaje
matematico” (Garcia, 2018:40). Su tratamiento es (deducir definiciones, demostrar

expresiones simbdlicas), y su conversion es (explicar el significado de expresiones).

Registro algebraico: “El registro algebraico aprueba la realizacion de modelizaciones,
generalizaciones y sefialar caracteristicas particulares de las progresiones” (Garcia, 2018:40).
Su tratamiento es (calculo del valor de un pardmetro desconocido de la progresion
conociendo los demas, por reemplazo de variables y procesos Aritméticos, identificacion de
los pardametros de las Férmula), y su conversion es (célculo de elementos de una progresion

a partir de otros parametros).
Numeérico: Garcia (2018:41) explica que este tipo de registro representacional:

Permite considerar algunas de las tipologias y parametros identificados de las progresiones,
de igual manera acepta relacionarlos y vincularlos con representaciones gréficas y
geométricas. Otro rasgo de este registro, es que admite efectuar operaciones de calculo y
emplear propiedades como la distributiva, conmutativa, etc. necesarias para la resolucion

de diversos problemas.

Su tratamiento es (identificacion de una sucesion y calculo de su término, asi como encontrar
el término que falta de una sucesion), y su conversion es (obtencion del término general de

una progresion).
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Verbal - registro de la lengua natural: “Permite introducir definiciones, del mismo modo
caracterizar, describir o designar aspectos asociados a otros registros” (Garcia, 2018:41). Su
tratamiento es (descripcion del proceso a seguir y explicar lo expresado en un texto), y su

conversion es (resolver situaciones problemas utilizando otros registros diferentes al verbal).

Geométrico: “Este tipo de registro tolera operaciones de manipulacion y reconfiguracion,
que proporcionan la comprension y la instauracion de vinculos entre las progresiones”
(Garcia, 2018:41). Su tratamiento es (analizar figuras, probar, construir, asi como observar
una figura, o de describir su construccion), y su conversion es (representar en tablas las
dimensiones de una figura, describir la variacion con que crece o decrece el cuerpo

geométrico, hallar férmulas que describa lo representado por la sucesion de figuras).

A continuacion en la figura 7 se muestra la relacion de las representaciones internas
(mentales), las que solamente el estudiante tiene acceso y las representaciones externas que

son utilizadas para poder comunicar las representaciones internas.
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Representaciones externas

Foo byl s f = —1
gtartortartortotar — 1 — &

Simbdlico Algebraico

5,2, -1, -4, -7,.

Representacion
interna

Pictorico o ' '
Geométrico / \

= —_—

Aritmético

Zona de interaccion entre laz reprezentaciones
internas ¥ externas

La suma de los rminos de wna swcesidn geométrica infinita se denoming serie
geométrica infinita o simplemente serie peometrica,

Verhal

Figura 7 Ejemplo relacidn entre las representaciones internas, y representaciones
semidticas en el concepto de serie geométrica
Fuente: Elaboracion propia, adaptado de Duval (1999)

2.7 Eluso de la tecnologia en matematicas

En los ultimos afios, el desarrollo que han alcanzado las Tecnologias de la Informacion
Comunicacion demanda al sistema educacional una actualizacion en las précticas y
contenidos de acorde a la nueva sociedad de la informacion (UNESCO, 2013). Desde hace
varios afios, con el incremento de uso de nuevas tecnologias aplicadas a la educacion, la
ensefianza estd teniendo una transformacion en la forma de abordar las metodologias de

aprendizaje y la utilizacion de recursos graficos e interactivos. No obstante, la tecnologia esta
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dando grandes bondades y ha sido uno de los medios que ha ayudado mucho al desarrollo de

las sociedades, una de ellas es que se puede trabajar con ella desde cualquier lugar del mundo.

Las tendencias actuales en la ensefianza de la matematica han destacado la importancia del
uso de la tecnologia como un medio que permite al estudiante obtener conclusiones y realizar
observaciones en otros ambientes, ya que el papel que las tecnologias puede tener en la
educacion matematica es el de ser un medio para que de estos surja conocimiento (Aleman,

2009). En este orden de ideas se puede citar a Rivera (2009:25), el cual afirma que:

Con el desarrollo evolutivo de la tecnologia, se han desarrollado software de matematicas
con elementos didacticos significativos que promueven el mejoramiento del proceso de
ensefianza y aprendizaje de esta disciplina, los estudiantes a través de su interaccion con un
software matematico puede obtener un aprendizaje significativo de temas que han

representado para ellos dificultades cognitivas con el uso Gnicamente de lapiz y papel.

Gamboa (2007) sefiala que la tecnologia debe ser utilizada en la educacion matematica, y que
ésta debe ser usada para hacer hincapié al uso del conocimiento matematico. Se exige que
sea el propio docente de matematicas quien introduzca conceptos matematicos apoyandose
en el uso de la computadora, donde el reto esta en disefiar actividades con el potencial
necesario para trazar nuevos caminos de aprendizaje. El punto medular esta en trabajar con
los estudiantes los sucesos cotidianos y los problemas que se proponen en los libros de texto
desde un nuevo enfoque, apoyadas en las herramientas tecnoldgicas disponibles en la

actualidad.

La tecnologia, segin Aleman (2009) es crucial en la ensefianza y el aprendizaje de las

matematicas; ya que influye en las matematicas que se ensefian y mejora el proceso de
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aprendizaje de los estudiantes, la cual suministra informacion importante cuando se discuten
planteamientos acerca de los objetos que se pueden mostrar en un computador y los efectos
que tienen los diferentes trabajos dinamicos que estos permiten realizar. Es asi que la
tecnologia avanza como en una herramienta de mucho provecho para el servicio de la
educacion matemaética, en donde los estudiantes puedan darle sentido a la informacion y

descubran todas las diferentes formas de resolucion de un problema.

2.8 Software dinamico: Geogebra

Geogebra es un software de matematicas desarrollado por Markus Hohenwarter de la
Universidad de Salzburgo. Geogebra combina Computer Algebra Systems (CAS) y Dynamic
Geometry System en un sistema facil de usar. Es decir, combina las funciones de un software
de geometria dinamica (DGS) con las caracteristicas de un sistema de algebra computacional
(CAS). Por lo tanto, proporciona la vinculacién de las matematicas con el algebra, la
geometria y el calculo al incluir tanto la geometria dindmica como las herramientas de

algebra computacional (Hohenwarter y Preiner, 2007).

El asistente matematico Geogebra integra el trabajo en las areas de geometria, algebra y
calculo en un ambiente dinamico potenciando, entre otros, el desarrollo del pensamiento
variacional (Ruiz, Avilay Villa, 2013). Actualmente algunos estudios de los autores antes
citados evidencian que Geogebra puede asumirse como una herramienta dindmica - didactica
que proporciona al estudiante una forma de representacién, visualizacion y organizacién de
los conceptos trabajados en el estudio de ciertos conceptos o procedimientos matematicos
dando aportes significativos al desarrollo del pensamiento variacional. Ruiz etal. (2013:447)

afirman que:
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El pensamiento variacional hace énfasis en la habilidad que tiene una persona para
identificar estados de cambio de una o mas “variables” y relaciones entre ellas, patrones
existentes en secuencias, asi como el manejo y creacién de funciones como representaciones
de situaciones de variacion. En este sentido Geogebra al recrear ambientes dindmicos,

permite a los usuarios la visualizacion y representacion de relaciones de covariacion.

Por otro lado, existen varios programas de geometria dindmica, con diferencias sustanciales
de funcionalidad, calidad grafica y precision matematica. Entre ellos, esta Geogebra como
medio geométrico dindmico, donde sus principales caracteristicas son que a diferencia de un
entorno de lapiz y papel este programa permite el dinamismo. De igual manera la préactica
extensiva del lugar geométrico permite visualizar y descubrir hechos geométricos

(Pensamiento Geomeétrico y Tecnologias Computacionales, 2004).

Como se menciono anteriormente aunque existen varios programas de geometria dinamica
para la ensefianza y aprendizaje de las matematicas, se decidio utilizar al Geogebra classic 5,
por las bondades que brinda el mismo, ya que es un software de caracter abierto y gratuito el
cual proporciona herramientas que propician el trabajo con una geometria dindmica,
superando las limitaciones de utilizar tan solo lapiz y papel, donde los estudiantes pueden
personalizar sus propias creaciones a través de la adaptacion de la interfaz (por ejemplo,
tamafio de la fuente, el idioma, la calidad de los graficos, color, coordenadas, grosor de linea,

estilo de linea y otras caracteristicas).

Ademas brinda una versatilidad muy interesante en la accesibilidad, ya sea en lo que respecta
a los dispositivos electrénicos como para el usuario, desde un nivel de principiante hasta

avanzado. También alienta proyectos de estudiantes en matematicas, multiples
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presentaciones y aprendizaje por descubrimiento experimental y guiados (Avecilla,

Cérdenas, Barahona y Ponce, 2015).

En la web de GeoGebra https://www.geogebra.org/ se pueden visualizar distintas opciones,

como se muestra en la Figura 8.
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GeoGebra Math Apps

Obtenga nuestras herramientas matematicas gratuitas
en linea para graficos, geometria, 3D y més!

COMIENCE A GRAFICAR RECURSOS DEL AULA

1 4

o

Calculadora grafica

Geometria

Calculadara 3D

Calculadora cientifica

GeoGebra Classic

REGISTRARSE

Figura 8 Captura de pantalla del sitio Web Geogebra

Se puede entrar a la version online (Geogebra Clasicc) o descargarlo tanto en su version

clasica, que incluye la posibilidad de graficar en 3D. Asi mismo el software es compatible

con variadas plataformas, por lo que puede utilizarse en diversos dispositivos.

Por otro lado, Geogebra en su interfaz muestra una vista gréfica, algebraica Calculo

simbdlico, que estan complementadas con varias herramientas, como se muestra en la figura

9.
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[ GeoGebra Classic 5 — X
[Archivo Edita Vista Opciones Herramientas Ventana Ayuda

» Vista Algebraica Xl | » Vista Grafica X]
6

5

Enfrada:

Figura 9 Interfaz gréfica de la herramienta Geogebra classic 5

No obstante al utilizar y combinar estas herramientas se puede construir el conocimiento a
través de la elaboracion de un algoritmo que se requiere que el estudiante comprenda, por
ejemplo la construccion del trazo de la derivada con regla y compas, como se muestra en la

figura 10.

2 Protocolo de la Construccién =
; Archivo Wista Ayuda
AY N* | Mombre Drefinicidn |valor
W 1 Mdmero k k=1
2 Funcidn i) = »*
4 Rectaa Recta que pasa por A ax=1.61
5 PuntoB Punto de inters eccidn de B={1.81,0
8 Circunferencia c Circunferencia con centro B (k- 1.61F +y* =1
7 Punto C Punto de interseccidgn de c.  |(C = (D61, 0)
7 PuntoD Punto de interseccidn de ¢ |D = (2,61, 0)
8 Rectab Recta que pasa por D box =261
9 Rectad Recta que pasa por C & x=0.61
10 Punto E Punte de Interseccidn de f, b |E = (2,61 g
11 Punto f Punte de Interseccidn de f, d F = (0.61,0
12 Recae Recta que pasa por F ey =037
13 Punto G Punte de interseccidn de b, &G = (2.61, 0.37)
14 Segmenio g Segmento [F, G] g=2
3 2 “ 15 Segmento h Segmento [E, Gl h=0642
& PuntoP x{AY, N T Q) P=(1.61, 3.21)
7 Funcidn Dartvada de f fx)=2x
18  Lugar Geom#él.. LugarGeométricolP, Al lugart
2 2 1 | 18418 [ BB i |

Figura 10 Ejemplo de construccion y protocolo de construccion de un posible trazo
de la derivada con regla y compas

Fuente: Tomado de Villay Ruiz (2010).
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Observe que se ha implementado en la interfaz la traza construida (lugar geométrico) de la
funcion tasa de variacion, y la derivada coincidia en todos sus puntos sin importar el radio de
la circunferencia construida. Este resultado sugeria una construccion con regla'y compés para
la derivada de una funcion lineal y cuadratica.

Es asi que Geogebra es un software que tiene una coleccion de objetos matematicos basicos,
y un lenguaje de programacién con una interfaz accesible, que permite obtener resultados
predecibles al relacionar y operar objetos, asi como realizar construcciones de geometria,
tanto con puntos, vectores, segmentos, rectas, etc., las cuales pueden modificarse
dinamicamente.

2.8.1 Geogebra como herramienta para desarrollar pensamiento matematico

variacional

En el salon de clases se hace necesario propiciar espacios para que los estudiantes exploren,
reflexionen, deduzcan, conjeturen y planteen nuevas situaciones frente a lo dinamico entre

los conceptos matematicos haciendo uso de la tecnologia.

Vasco (2006) es uno de los autores que ha trabajado en la articulacion del pensamiento
variacional y el uso de Geogebra para potenciar y desarrollar este pensamiento. En algunos
de sus articulos sugiere elementos para su desarrollo y establece algunas relaciones de éste
con la tecnologia. Vasco afirma que el estudio de fendmenos asociados a la comprension,
representacion y caracterizacion de la variacion produce una parte fundamental del
“pensamiento dinamico”. Por tanto en el desarrollo del pensamiento variacional se debe
implicar procesos de trabajos con tecnologia, donde los estudiantes puedan, visualizar,

generalizar y abstraer relaciones y propiedades de los objetos matematicos que se aborden.
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Para autores como Villa y Ruiz (2010), Geogebra ayuda al desarrollo del pensamiento
variacional a traves de la visualizacion, si se involucran procesos de experimentacion a partir
de los cuales, tanto estudiantes como investigadores, visualicen, generalicen y abstraigan
relaciones y propiedades de los objetos matematicos estudiados. Asi mismo Vasco (2003)
menciona que el pensamiento variacional se desarrolla de multiples maneras con ayuda de
software dinamico ya que si se acentian los movimientos, las transformaciones y los
cambios, no las figuras estaticas y sus nombres y propiedades y se fija la atencion en las
variaciones implicitas, ese es el pensamiento geométrico tomado dindmicamente, por
ejemplo, si se atendiendo a la variacion del area de un tridngulo en posicion normal con el
cambio del largo de la base, con el cambio de altura, con el cambio de la posicion del vértice
a lo largo de una paralela a la base mientras se mantiene el vértice fijo. Eso es muy distinto

a decir que el area de un tridngulo es la base por la altura sobre dos.

Igualmente se desarrolla con reinterpretaciones dinamicas de las representaciones graficas y
tabulares, y es aqui donde es poderosa la pantalla del computador, asi como con el estudio
de las series, funciones exponenciales, logaritmicas y logisticas. Aqui también es clave el uso
de la tecnologia electrénica, para utilizar los potentes menls en las cuales se ve mas
claramente a donde van los puntos o numeros del dominio en la representacion cartesiana.
Asi mismo desarrolla diferenciando entre magnitudes, cantidades de las magnitudes,

medicién numérica de esas cantidades, ordenacion de las mismas (Vasco, 2003).
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2.9 Enfoque Ontosemidtico como una herramienta de analisis didactico en
matematica.

Para deliberar respecto de las producciones estudiantiles se presentan los elementos de un
primer nivel de analisis que propone el enfoque Ontosemidtico del conocimiento y la
instruccion matematica (EOS), desarrollado en diversos trabajos por Godino y colaboradores
(Godino y Batanero, 1994; Godino, 2000; Font, Godino y Gallardo, 2013), el cual fue
iniciado por un grupo de investigacion Teoria de la Educacion Matematica de la Universidad
de Granada a principios de los afios 90 siendo en la actualidad desarrollado y aplicado por
otros grupos de investigacion espafioles y latinoamericanos (Sociedad Chilena de Educacion
Matematica, Sociedad Peruana de Educacion matematica, Comité Latinoamericano de
Matematica Educativa, entre otros). EI EOS ha surgido dentro de la matematica educativa,
con el propdsito de articular diferentes puntos de vista y nociones teoricas sobre el

conocimiento matematico, su ensefianza y aprendizaje (Gordillo, 2015).

Segun Godino, Batanero y Font (2008) afirman que el EOS es un sistema teorico inclusivo
que trata de articular diversas aproximaciones y modelos tedricos usados en la investigacion
en Educacion Matematica a partir de presupuestos antropoldgicos y semidticos sobre las
matematicas y su ensefianza. Un primer nivel de analisis didactico que es de interés en este
trabajo atiende al reconocimiento de un sistema de practicas y objetos matematicos previos
0 emergentes que realizan los estudiantes de manera individual o grupal, ya sean estas
mediadas por sus conocimientos previos o por otra entidad externa que puede ser de caracter

institucional, curricular, bibliogréfica, u otra (Mendoza, 2016).

En consecuencia, se considera como practica matematica “toda manifestacion (linguistica o

no) realizada por un individuo para resolver problemas y situaciones matematicos, validar la
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solucidén y generalizarla a otros contextos y problemas” (Godino y Batanero, 1994:8). Como
sefialan Font, Godino y Gallardo (2013:104), “las practicas mateméticas pueden ser
conceptualizadas como la combinacion de una practica operativa, a traves de la cual los textos
matematicos son leidos y producidos, y una practica discursiva, la cual permite la reflexion
sobre las practicas operativas”. ES asi que en las practicas matematicas intervienen objetos
ostensivos (simbolos, gréaficos, iconos, etc.) y no ostensivos (conceptos, proposiciones, etc.),
que evocamos al hacer matematicas y que son representados en forma textual, oral, grafica o

incluso gestual (Gordillo, 2015).

No obstante, la configuracion ontosemiotica (de préacticas, objetos y procesos) responde a la
necesidad de identificar los objetos y procesos que intervienen y emergen en las practicas
matematicas, y afirman que el reconocimiento de tales objetos y procesos permite, identificar
objetos (conceptos, proposiciones, procedimientos, argumentos) relacionados tal como
aparece en sus escritos (Godino et al., 2008). Ademas, en este primer nivel de analisis
didactico del EOS se proponen objetos y procedimientos primarios representados en la figura

11.
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Figura 11 Configuracion de objetos primarios

Tomado de: Godino et al., (2008)

Se propone la siguiente tipologia de objetos matematicos primarios (Godino et al., 2008):

Elementos linguisticos (términos, expresiones, notaciones, graficos,...) en sus diversos

registros (escrito, oral, gestual,...).
Situaciones - problemas (aplicaciones extra-matematicas, tareas, ejercicios,...).

Conceptos - definicion (introducidos mediante definiciones o descripciones) (recta,

punto, nimero, media, funcion,...).
Proposiciones (enunciados sobre conceptos,...).
Procedimientos (algoritmos, operaciones, técnicas de célculo,...).

Argumentos (enunciados usados para validar o explicar las proposiciones y

procedimientos, deductivos o de otro tipo,...).
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Para Cabezas y Mendoza (2016) es relevante reflexionar respecto a codmo las practicas
matematicas estan influenciadas por la experiencia del individuo y como las comprende. Es
asi que estos autores proponen y definen los elementos del primer nivel de analisis didactico

del EOS.

Estos elementos estdn constituidos por el Lenguaje, que son términos utilizados,
expresiones, notaciones, graficos en sus diversos registros de representacion; las
Situaciones/problemas que son descripciones de la naturaleza del problema, tarea, ejercicio
y si la situacion hace referencia a un problema (intra o extra) matematico; los
Conceptos/Definiciones que son el empleo o acercamiento a una base de la teoria con el
uso de axiomas, teoremas, propiedades, definiciones o descripciones: area, perimetro,
patron, Series, hexagonos); los Procedimientos que son el empleo de algoritmos,
operaciones, técnicas; y los Argumentos que son el sustento tedrico explicitado para validar
0 explicar sus proposiciones y procedimientos. A su vez estos objetos se organizan en

entidades mas complejas como sistemas conceptuales, teorias, etc.

Por tanto, es de interés en esta investigacion desde, describir, caracterizar y categorizar
situaciones, lenguaje, definiciones, proposiciones, propiedades y argumentos que utilizan
los estudiantes en producciones escritas, o en audio y videos tanto en una fase precedente
como en una fase de proceso que puedan evidenciar elementos emergentes de los trabajos

estudiantiles y manifestaciones de pensamiento variacional.
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2.10 Articulacion de los distintos elementos teoricos para la construccion de la serie

geométrica.

Los distintos elementos del marco tedrico se conjugan para la construccion del objeto
matematico en estudio, es decir la construccion de la serie geométrica. Una serie geométrica
es un objeto matematico que se puede visualizar desde una perspectiva variacional que el
cambio y la variacion esta presente (Mendoza, 2013); por ejemplo se hace referencia a suma
parcial Sy, Sy, S3, Sy ..., Sy, al agregar el termino o factor a,, a,, as, a, ..., a,, a cada suma
anterior. Este objeto matemaético se visibiliza mediante palabras, signos o simbolos
matematicos y se podria asociar a una interpretacion geométrica como por ejemplo fractales.
Esas maneras de presentar ese objeto se les denomina registros de representacion (Duval,
1999).

Un cuarto elemento importante para dar cuenta del desarrollo estudiantil y el disefio
considerado en esta investigacion es el enfoque ontosemidtico como una herramienta de
analisis que va a visibilizar en alguna medida el lenguaje de los estudiantes con sus términos,
expresiones, notaciones y graficos en sus diversos registros (escrito, oral, gestual); también
las situaciones problemas (aplicaciones extra-matematicas, tareas, ejercicios); los conceptos
y definiciones, proposiciones, asi como sus procedimientos (algoritmos, operaciones,

técnicas de calculo), y sus argumentos.

Sobre el pensamiento variacional, Vasco (2006) alude que este pensamiento tiene una
dindmica particular en su construccion el cual incluye: deteccién de lo constante, de lo que
cambia y la cuantificacion de cambio o la covariacion. Para mostrar estos procesos se hace
necesario procedimientos, simbolos, actividades cognitivas que visibilicen ese proceso, es

decir que haya evidencia mediante registros y las operaciones a su interior (Duval, 2006). En
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el pensamiento variacional existen diferentes medios que promueven su desarrollo. Uno de
ellos es el tecnoldgico o asistido por computadoras. El software Geogebra por sus bondades,
interfaces, presentacion y dinamismo ofrece la posibilidad de potenciar el pensamiento

variacional (Villay Ruiz, 2010).

El proceso de construccion complejo que se alude en este trabajo de investigacion, como lo
es el objeto matematico de la serie geométrica debe analizarse desde diferentes aristas
(lenguaje, situaciones/problemas, conceptos/definiciones, procedimientos, argumentos), y es
aqui que el enfoque ontosemidtico adquiere en su primer nivel de analisis un valioso aporte.
A continuacion se presenta la figura 12 que describe los elementos antes mencionados.

Geogebra
{Villa y Ruiz, 2010)

Mediador dinamico

i “ I- d i0
Pensamiento sualizacion

A -~ & Variacional
Lenguaje / Detectar Constantes

Situaciones -
problemas L] Identificar Variables

Conceptos - .

Proposiciones Visibilizar y transitar
entre Registros
Construccion serie {Durval 1999, 2008}
geomeétrica

Procedimientos

Argumentos

Conversion Tratamiento

Figura 12 Articulacion entre diferentes elementos tedricos que intervienen
en la construccion de la serie geométrica

Fuente: Elaboracion propia
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3 Metodologia de la investigacion

En este capitulo se da a conocer el enfoque de investigacion realizada, el disefio de la
investigacion, la poblacion de estudio, la forma en que se establecieron los grupos de trabajo,
los instrumentos aplicados para la recoleccion y andlisis de los datos, asi como la metodologia

utilizada en cada una de las etapas de la investigacion.

3.1 Enfoque de la investigacion

El enfoque de este estudio es cualitativo. El objetivo de este tipo de investigacion es
“describir, comprender e interpretar los fendmenos a través de las percepciones y significados
producidos por las experiencias de los participantes” (Hernandez Sampieri, Fernandez y
Baptista, 2014:41). De igual manera, este enfoque se considera como un proceso activo y
sistematico en el que se toman decisiones de acuerdo a la investigacion y en el marco de
educacion a la comprension de fendmenos educativos. En este sentido, el presente estudio
estd orientado a conocer, indagar y explorar en torno al rol de Geogebra classic 5 en la

construccion de serie geométrica en un grupo de estudiantes de calculo.
3.2  Tipo de investigacion

La presente investigacion es de tipo descriptivo enmarcada en la Matemética Educativa.
Hernandez y Baptista (2010:364) definen que “la investigacion cualitativa se enfoca a
comprender y profundizar los fendmenos, explorandolos desde la perspectiva de los
participantes en un ambiente natural y en relacion con el contexto”. Por tanto, este enfoque
se selecciona cuando se busca comprender la perspectiva de los participantes acerca de los

fenOmenos que los rodean, profundizar sus experiencias, perspectivas, opiniones,
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significados, es decir, la forma en que los participantes perciben subjetivamente su realidad

(Hernandez y Baptista, 2010:364).

La investigacion, en este tipo, permite observar qué caracteristicas estan presentes en el
desarrollo del pensamiento variacional asociados al cambio y la variacion. Se desarrollo
durante el primer periodo comprendido entre los meses de enero a marzo del 2019. Para
Gomez, el proceso investigativo proporcionard informacién en relacién con las situaciones
matematicas (tareas direccionadas al desarrollo del pensamiento variacional en relacién con
el cambio y la variacién), la seleccion de la poblacion (Estudiantes), métodos de recoleccion
de datos sistematizacion de la experiencia (analisis de datos), reflexiones de la préctica

educativa (Gomez, 2015).

De igual manera, los objetivos de investigacion enmarcan que el estudio debe tener un
alcance descriptivo — interpretativo. Estos estudios buscan especificar las propiedades, las
caracteristicas y los perfiles de personas, grupos, procesos, objetos o cualquier otro fenémeno
que se someta a un analisis. Esto es recoger informacion de manera independiente o conjunta

sobre los conceptos a las que se refieren (Hernandez y Baptista, 2010).

3.3  Disefio de la investigacion

El disefio de investigacidn es el “plan o estrategia concebida para obtener la informacion que
se desea” (Herndndez y Baptista, 2010:120). El disefio de investigacién fue fenomenoldgico
ya que su proposito principal es explorar, describir y comprender las experiencias de las
personas con respecto a un fenémeno y descubrir los elementos en comun de tales vivencias.
En este orden de ideas este estudio pretende analizar las producciones estudiantiles en las

sesiones de trabajo desde el punto de vista de cada participante y desde la perspectiva
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construida colectivamente y asi contextualizar dichas experiencias. Posteriormente se
recolectaron los datos y se analizaron en un tiempo especifico. En nuestro caso la
investigacion se desarroll6 con estudiantes de un curso de Calculo 11 de CEUTEC — UNITEC

la Ceiba.

El plan de accién incluyo la prueba diagndstica, sesiones de trabajo y evaluacion final. Con
respecto a las seis sesiones de trabajo, las actividades se fundamentaron y guiaron de acuerdo
a las construcciones y producciones de la serie geométrica por parte de los estudiantes
mediante el pensamiento variacional con apoyo del software Geogebra classic 5. Asi mismo
este se fundamentd en las discusiones internas de los equipos de trabajo, las plenarias a nivel
del grupo y las mediaciones entre el profesor y los estudiantes. A continuacion se presenta

la figura 13, la cual describe el disefio fenomenoldgico desde una perspectiva operativa.

Inicia
mediante

44— Prueba Diagnédstica

Contribuye al proceso de

Se visibiliza la
evolucion del proceso

Recopilando evidencias
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Figura 13:Disefio Fenomenologico desde una perspectiva operativa

Fuente: Elaboracion propia, adaptado de Hernandez y Baptista (2010)

3.4 Categoria de analisis

La matriz de categoria de andlisis describe “el proposito de la investigacion, los factores a
tomar en cuenta, y las respuestas de investigacion a responder” (Hernandez y Baptista,
2010:120). A continuacion se ha considerado categorias cualitativas las cuales son propias
para las investigaciones de corte cualitativas. Es asi que de acuerdo a la formulacion del
problema de investigacion, formulacién de preguntas y objetivos y en congruencia con el
marco tedrico y con el enfoque metodoldgico se consideraron las siguientes categorias de

andlisis que se presentan en la tabla 3.4.1.

Tabla 3.4. 1 Categoria de andlisis

Categoria Definicion Definicion Indicadores items para evaluar

de anélisis conceptual operacional indicadores

Capacidad para

El Los estudiantes son - .
. detectar
pensamiento capaces de ‘==
L constantes y . .
variacional es ) identificar de
variables,
una forma - manera adecuada el
. identificando .
dindmica de concepto de serie
cémo y cuanto L
pensar que _ ) geométrica.
intent cambian dichas
intenta .
variables. Los  estudiantes Con base a las
roducir . . ;
mentalmente . i
variacional ) variables, preliminares
sistemas - que constantes. realizadas se solicita:
relacionen  sus 1) Inicialmente ;qué
i Los estudiantes
variables - figura observas?, 2)
internas de tal identifican cuanto

¢qué  caracteristicas
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manera  que
covarien  en
forma
semejante a los
patrones  de
covariacion de
cantidades, de
la misma o
distintas
magnitudes, en
los
subprocesos
recortados de
la realidad

(Vasco, 2006).

Capacidad para
transitar
diferentes
registros de
representacion,
en particular el
geométrico, el
algebraico-
analitico y el

verbal.

varia, cuanto
simplifica y hace
uso adecuado de
distintos  registros
de representacion,
de conversiones y

de tratamiento.

podrias sefialar de esta
figura?, 3) haga todos
los comentarios que
considere pertinentes
si la construccion de n
figuras inscritas
podria realizarse de

manera indefinida.

\

™)

Jf’/"_"\ t\ f/_/ /-'—'- N
o o,

1) si la construccion
es posible, ¢;como es
la longitud de la

primera, segunda,
tercera, cuarta Yy
enésima figura

inscrita?. 2) comente
de sus perimetros y
sus posibles cambios
y afirme respecto a

sus areas.
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Construccié
n de series

geométricas.

En la
construccioén
de series
geométricas la
intencionalida
d es la de guiar
al estudiante
por un camino
por el cual él
mismo
descubra  los
conceptos,
interprete y los
resuelva
tomando en
cuenta la
perspectiva
constructivista
del aprendizaje
(Pérez, 2012).

Capacidad  de
identificar  los
patrones en la
construccion de
diferentes tipos
de figuras tales
como
(cuadrados,
circunferencias,
semicircunferen
cias, triangulos,
hexagonos,

espirales).

Capacidad de
utilizar las
diferentes

estrategias  de

resolucion al

Los estudiantes son
capaces de
identificar

adecuadamente el
patrén en que el
area, perimetro,
longitud cambia en

cada figura.

Los estudiantes son
capaces de sumar
las areas,
perimetros y
longitudes de las
infinitas figuras

construidas.

Los estudiantes son
capaces de utilizar

adecuadamente

1) haga un listado de
los longitudes,
perimetros y areas de
las figuras
construidas, 2)
muestre las relaciones
encontradas entre los
elementos antes
mencionados de las

figuras construidas.

Archivo Edea Vista Opcicres Hemamientas Vetana Ayuda

- Vista Grafica
-

Con base a Ilas
construcciones
preliminares
realizadas se solicita:
1) si la construccion
es posible, como es la
longitud de la
primera, segunda,
tercera, cuarta Yy
enésima segmento de
la espiral, 2) se podra
continuar con la
construccion de cada

una de las espirales de
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sumar series estrategias de manera indefinida, 3)
geométricas. resolucion para muestre las relaciones
lograr sumar series encontradas entre las

geométricas. longitudes y

elementos antes

mencionados de las

figuras construidas.

unitec w
PROYECTO DE INVESTIGAOON &
'UNIVERSIDAD PEDAGDGICA NACIOMAL FRANCISCO MORAZAN

UNIVERSIDAD TECNOLOGICA DE HONDURAS - [CELTEC]

V periodo Académico 2018

Prueba final

Con base a |las
construcciones
preliminares
realizadas se solicita:
Recuerda el
instrumento #1,#2,#3
donde calculaste y
contestaste que
efectivamente la
construccion se puede
hacer de manera
indefinida, ;Serias
capaz de sumar las
areas de cada uno de
las figuras
construidos?, ¢Puedes
sumar las areas de

todos de los
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Uso de
Geogebra en
la

construccion
de series

geomeétricas

Recurso y

herramienta

manipulativa
digital que
permite y
ayuda al
disefio de
tareas

matematicas
gue desafian
las
capacidades de
los estudiantes
los cuales
serian dificiles
de lograr sin
dicho
(Lupiafiez,
2009).

recurso

Capacidad para
recurrir a la
visualizacion en
el sentido de
descomposicién
de figuras
geométricas en
otras menores en
el proceso
solucion de la
propuesta

planteada

haciendo uso de

Geogebra.

Capacidad  de
manipular  de
manera

adecuada el
software

Geogebra para la
construccion de
diferentes tipos
de figuras

geométricas.

Los estudiantes son
capaces de
visualizar de
manera adecuada la
descomposiciéon de
figuras geométricas
en otras menores en
el  proceso de
solucion de la
propuesta planteada
haciendo uso de

Geogebra.

Los estudiantes son
capaces de hacer
uso de manera
adecuada el
software Geogebra
para la construccion
de diferentes tipos
de figuras

geométricas.

cuadrados, circulos y

semicirculos,
construidos? A
cuanto equivale vy
equivalen esos
valores?

Construya, visualice y
analice las
circunferencias

concéntricas de radio
r estableciendo
relaciones entre sus
elementos y

magnitudes.
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Enfoque
Ontosemiotic
0 como
herramienta

de andlisis.

EOS s

sistema tedrico

un

inclusivo que
trata de
articular
diversas
aproximacione
s y modelos
tedricos usados
en la
investigacion
en Educacion
Matematica
(Godino et al.,

2008).

Capacidad para
utilizar,
expresiones,
notaciones y
graficos en sus
diversos

de

representacion.

registros

Capacidad para
describir la
del
problema, tarea,

naturaleza

gjercicio y
situaciones que
hacen referencia
a un problema
(intra o extra)

matematico.

Capacidad para
emplear bases de
la teoria con el
uso de axiomas,
teoremas,
propiedades,
definiciones o
descripciones:
area, perimetro,

patron, Series.

Los estudiantes son
capaces de hacer
uso del lenguaje,
para utilizar,

expresiones,

notaciones y
graficos en sus
diversos  registros

de representacion.

Los estudiantes son
capaces de hacer
de
situaciones/proble

uso

mas que  son
descripciones de la
del

tarea,

naturaleza
problema,
gjercicio y si la
situacion hace
referencia a un
problema (intra o

extra) matematico.

Los estudiantes son
capaces de hacer
de

conceptos/Definici

uso

ones que son el
empleo 0
acercamiento a una
base de la teoria con

el uso de axiomas,

Sesiones de trabajo 1,

2,3,4,5,6.

Prueba Final.

unit‘eg;
PROYECTO DE INVESTIGACION
UNNERSIDAD PEDAGOGICA NACIONAL FRANCISCO MORATAN
UNIVERSIDAD TECNDLOGICA DE HONDURAS - (CEUTEC)

Vperodo Acdémice 218
Pruzha final
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Capacidad de teoremas,

emplear propiedades,

algoritmos, definiciones 0

operaciones, descripciones: area,

técnicas. perimetro, patrén,
Series).

. Los estudiantes son
Capacidad para

capaces de utilizar
sustentar

- procedimientos que
tedricamente 'y

i son el empleo de
validar 0

. algoritmos,
explicar las

. operaciones,
proposiciones y _
_ técnicas.
procedimientos
Los  estudiantes
son capaces de
hacer uso  de
argumentos que son
el sustento tedrico
explicitado para
validar o explicar
sus proposiciones y

procedimientos.

Fuente: Elaboracion propia

3.5 Fuentes de informacion

3.5.1 Poblacion
Hernandez y Baptista (2010:174) afirman que “la poblacidén o universo es el conjunto de
todos los casos que concurren con determinadas caracteristicas”. Para el presente estudio la

poblacion esta conformada por los estudiantes del curso de Calculo Il de “CEUTEC” de la
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ciudad de La Ceiba de los cuales 4 son mujeres y 13 varones, todos matriculados en la

modalidad presencial.

3.5.2 Muestra

De igual manera Hernandez y Baptista (2010:174) definen “la muestra como un subgrupo de
la poblacion”. Y en el proceso cualitativo, es el grupo de personas, eventos, sucesos,
comunidades, etc., sobre el cual se habran de recolectar los datos, sin que necesariamente sea
estadisticamente representativo del universo o poblacién que se estudia. Se recolecto
informacidn cualitativa por medio del muestreo no probabilistico bajo el método de muestreo
intencional. Para Hernandez, et al (2008) el objetivo es la riqueza, profundidad y calidad de

la informacion, y no la cantidad.

El tipo de muestreo que se utilizo fue el no probabilistico por conveniencia, donde la muestra
estaba conformada por 17 estudiantes, los cuales se constituyeron en grupos de estudio
aleatorio lo que significo que todos los grupos tenian el mismo nimero de alumnos, entre 4
y 5 integrantes. Los grupos se formaron para la realizacion de trabajos en las sesiones de
estudio y hojas de trabajo los que eran evaluados con nota, de acuerdo a la participacion

activa de los alumnos.

3.6  Estrategia de recoleccion de datos

En cuanto a los datos de investigacion cualitativos, Hernandez y Baptista (2010:409),
plantean que “la recoleccion de datos ocurre en ambientes naturales y cotidianos de los
participantes o unidades de analisis. Es asi que los instrumentos no son estandarizados, ya

que se trabaja con multiples fuentes de datos, que pueden ser entrevistas, observaciones
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directas, documentos, material audiovisual, hojas de trabajo, etc. Para la recoleccion de la

informacion se consideraron los trabajos escritos de los estudiantes producto de sesiones de

trabajo y de la prueba evaluativa.

Este capitulo se ha dividido en tres apartados: el primero hace referencia a los aspectos

relativos a la prueba de diagnoéstico; el segundo apartado hace hincapié a las sesiones de

trabajo que se disefiaron; y, finalmente en el tercer apartado se presenta una prueba final que

tuvo un proposito, mostrar cualitativamente la evolucion o no que presentaron los estudiantes

en elementos de pensamiento variacional.

La recoleccion de datos en esta investigacion se llevo a cabo como se detalla a

continuacion.

Observacion de campo: Esta técnica se utilizd para indagar y detallar el ambiente
donde se desarrollo las sesiones de trabajo y asi responder las preguntas de estudio.
Se realizaron dos observaciones que tuvieron una duraciéon de 30 minutos
aproximadamente, los estudiantes participantes en el estudio percibieron que estaban
siendo observados.

Prueba diagnostica: Esta prueba fue disefiada con el objetivo de conocer los
conocimientos previos de los estudiantes, fue aplicada a un total de 17 estudiantes.
Consistio en 4 items donde los dos primeros tenian subindices correspondientemente,
cada uno con su propio objetivo definido: en el items uno solicita a los estudiantes
calcular en sus dos incisos las sumas finitas presentada; en el item dos demandan que
los estudiantes sean capaces de calcular en sus tres incisos las sumas infinitas

correspondientes; en los items tres y cuatro se persigue que los estudiantes calculen
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las sumas infinitas considerando las fracciones representadas en las figuras. Todos
los items se describen més adelante con mayor precision.

e Sesiones de trabajo: Uno de los asuntos medulares de la investigacion lo constituyd
el disefio, implementacion y analisis de las sesiones de trabajo. En este sentido, se
elaboraron seis sesiones de trabajo atendiendo a la tematica que aborda el problema,
los objetivos y las preguntas de investigacion, ademas de la naturaleza del problema
y la perspectiva tedrica de su abordaje. Todas las sesiones de trabajo se describen

posteriormente.

Cabe sefialar que los estudiantes de ingenieria de este estudio, tienen algun conocimiento de
algunos softwares matematicos, pero en general desconocian el software de Geogebra Classic
5. Para la utilizacion durante las sesiones de trabajo fue necesaria hacer una pequefia
induccion, de modo que esta sirviera al momento de utilizar Geogebra Classic 5 en la
resolucion de cada una las sesiones de trabajo y sus niveles.

Para la aplicacion de las sesiones de trabajo se formaron tres equipos de cuatro y un equipo
de cinco estudiantes cada uno, estos equipos fueron formados de forma aleatoria. De igual
manera es de gran importancia mencionar que el tipo de muestreo que se utilizé fue el no
probabilistico por conveniencia, dado que los estudiantes participantes asistieron al proceso
total de la investigacion cuatro dias por semana y cumplir con 30 horas de la investigacion
17 estudiantes del curso de Célculo Il (MAT-210), participaron durante aproximadamente

cuatro semanas en las instalaciones de CEUTEC-UNITEC (véase tabla 3.6.1).
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Tabla 3.6.1. Descripcidn de las etapas en su tiempo de ejecucion

Etapa de Ejecucion Desarrollo Discusion
Tiempo Tiempo
Prueba Diagnostica 2 horas
Sesion de Trabajo #1 — (4 niveles) 4 horas 1/2 hora
Sesion de Trabajo #2 — (4 niveles) 4 horas 1/2 hora
Sesidn de Trabajo #3 — (4 niveles) 4 horas 1/2 hora
Sesidn de Trabajo #4 — (4 niveles) 4 horas 1/2 hora
Sesion de Trabajo #5 — (4 niveles) 4 horas 1/2 hora
Sesion de Trabajo #6 — (3 niveles) 4 horas 1/2 hora
Evaluacion final 4 horas
Total 30 horas 3 horas

Fuente: Elaboracion propia

Validacion de instrumentos

Es relevante recalcar que la validacion del contenido no se evalla cuantitativamente, para
ello, se estima de manera subjetiva empleando el denominado Juicio de Expertos (Corral,
2009). De igual forma Hernandez y Baptista (2010:204) definen que “La validez de expertos
se denomina al grado en que un instrumento de medicion mide la variable en cuestion, de
acuerdo con personas expertas en el tema”.

En el mismo orden de ideas, la prueba diagnostica como las sesiones de trabajo fueron
validadas en base a este criterio por un conjunto de expertos conformados por los Ph.D.
Carlos Cabezas Manriquez (Universidad Catdlica del Maule y Universidad de Los Lagos,
Chile), Wilson Gordillo Thiriat (Universidad distrital, Colombia) y Marvin Roberto Mendoza

(Universidad Autonoma Nacional y Universidad Pedagogica Nacional Francisco Morazén,
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Honduras). A los cuales se les mostré los instrumentos para que juzgaran de manera
independiente la congruencia y relevancia de cada item, la claridad de redaccion y el objetivo
que se persigue con cada uno. Posteriormente se recogieron y analizaron las validaciones de
los expertos, haciendo las readecuaciones pertinentes segun las recomendaciones de cada uno
de ellos.

A continuacion se presenta los distintos momentos y el aporte de cada uno de los expertos en
el proceso de validacion. Primero el Ph.D. Marvin Mendoza comentd e instruyd sobre las
fases de la investigacion asi como los distintos momentos de la investigacion. Luego se hizo
un disefio preliminar de objetivos tentativos, rdbricas de evaluacion, descripciones de cada
uno de los instrumentos a desarrollar. Segundo, se consolidd un banco de problemas
procurando que tuviese distinta variabilidad y que todos convergieran al asunto de la serie
geométrica intentando que se visibilizara niveles de dificultad, variabilidad, riqueza en torno

a las sesiones de trabajo, de manera que se pudiese involucrar el aspecto de visualizacion.

Tercero, los Ph.D Carlos Cabezas y Wilson Gordillo hicieron una revision preliminar de los
objetivos de investigacion, las preguntas de investigacion, las categorias de analisis y los
instrumentos que se elaboraron previamente con el visto bueno del asesor Marvin Mendoza.
Ellos retroalimentaron haciendo correcciones en algunas sesiones de forma y de fondo,
sugiriendo otro tipo de lenguaje o de la forma de presentar las preguntas. En el cuarto y
ultimo proceso se incorpord la retroalimentacion, luego se le comentd al asesor Marvin
Mendoza las observaciones pertinentes dadas por los otros expertos para posteriormente
hacer las adecuaciones y correcciones de los instrumentos, para realizar su posterior

aplicacion.
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3.7 Diagndstico y sesiones de trabajo

A continuacién se presentan los instrumentos que se utilizaron para el desarrollo de esta
investigacion, se enuncia el objetivo que se persigue con cada uno de ellos, ademas de la
descripcion y las rabricas que demarcaran la ruta de tipo cuantitativa de los instrumentos

disefiados y aplicados.

En los siguientes apartados se presenta los instrumentos disefiados e implementados a lo largo
de la investigacion. En particular, la prueba diagnostica, las sesiones de trabajo los objetivos

y la descripcion de cada una de estas.

3.7.1 Prueba diagnostica

Objetivo general

Identificar en los estudiantes conocimientos preliminares de manera que les permitan

reconocer patrones de series geométricas en el calculo sumas finitas e infinitas.

Descripcion General

La prueba disefiada fue construida sobre la tematica previa que los estudiantes han
desarrollado antes de abordar las series. Se pretende que los estudiantes develen habilidades
cognitivas que les permiten enfrentar diferentes situaciones matematicas. En esta idea, se
elabor6 un instrumento para conocer las producciones en cuanto a elementos de pensamiento
variacional que los estudiantes interpreten y a la vez que describan o expresarlos mediante

diversos tipos de representacion.

La prueba diagndstica (Ver anexo 2) se conformo de cuatro items, todos ellos orientados a la

resolucion y construccién de series geométricas. Todo ello, desde lo curricular propio para
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estudiantes del curso de calculo de universidad. En este sentido, se han construido los items
de la prueba. La primera de ellas incluye al item uno, que solicita a los estudiantes calcular
en sus dos incisos la suma finita atendiendo a ciertas caracteristicas particulares. Por su parte,
el item dos estd expresado en un registro aritmético. La consigna estd orientado a que los
estudiantes calculen la suma infinita, y los items tres y cuatro estan expresados en un registro
de tipo figural con base en figuras que representan ciertas fracciones. En ambos casos los
estudiantes deberian calcular la suma considerando las fracciones representadas en las

figuras.

Es importante sefialar que en esta prueba diagnostica no se intentd indagar a los participantes
sobre conocimientos geométricos previos para hacer sus producciones en el Software

Geogebra, debido a que es un conocimiento basico.

Objetivo y descripcion por item

Tabla 3.7.1 Objetivo y descripcion de los items de la prueba diagnéstica

Prueba Diagnéstica Objetivo Descripcion

Item#1 Calcular la suma de las EIl problema presenta sumas de series
series finitas de finitas de numeros enteros. La consigna
cuadrados y cubos de consiste en que los estudiantes sumen
nlmeros enteros. series finita de cuadrados perfectos

hasta el 400, y suma de series finitas de
cubos perfectos hasta el 729.

item# 2 Calcular la suma de las EIl problema presenta sumas de series
series infinitas. infinitas. La consigna consiste en que
los estudiantes sumen series

geomeétricas infinitas.
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item# 3

Calcular la suma de

series infinitas
considerando las
fracciones

representadas en la
figura del pastel.

Se proporciona la figura de un pastel y
se quiere comer primero la mitad del
pastel, luego comer la mitad de lo que
reste, luego comer otra vez la mitad de
lo que reste. Este proceso se repite de
manera indefinida. La consigna consiste
en que los estudiantes sumen series
infinitas considerando las fracciones

representadas en las figura del pastel.

item# 4

Calcular la suma de
series infinitas
considerando las area de
las regiones sombreadas
representadas en las
figura de los cuadrados

inscritos.

Se proporciona la figura de un cuadrado
de 16 pulgadas de longitud. Luego un
nuevo cuadrado se forma uniendo los
puntos medios de los lados del cuadrado
original, y dos de los triangulos fuera
del segundo cuadrado estan
sombreados. Este proceso se repite de
manera indefinida. La consigna consiste
en que los estudiantes determinen el
sombreadas

area de las regiones

considerando las fracciones
representadas en la figura de los

cuadrados inscritos.

Fuente: Elaboracién propia

3.7.2 Sesion de trabajo # 1

Objetivos

= Calcular areas de poligonos que se construyen especificamente mediante una sucesion de

cuadrados, cada uno en el interior del precedente tomando como Vvértices los puntos
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medios de sus lados y sus diferentes elementos tales como longitudes y perimetros con
apoyo del software Geogebra.

= Analizar los procesos que contintian sin culminar y como estos ayudan al acercamiento
de conocimientos y concepciones previas de pensamiento variacional con el primer nivel
de analisis con que aporta el EOS, considerando las respectivas categorias: lenguaje,
situaciones problema, definiciones, procedimientos, afirmaciones y argumentos
desarrollados por los estudiantes en el contexto de las actividades propuestas y analizadas

en este trabajo con apoyo del software Geogebra.

Descripcion general

Cada una de las actividades disefiadas se construyeron atendiendo a niveles de dificultad que
van del primer nivel al cuarto. A continuacion se presenta la primera actividad que consta de
cuatro niveles. En el nivel uno hay tres items, en el nivel dos hay cinco item, en el nivel tres
hay cinco items y en el nivel cuatro hay seis items, los cuales, en general, estan focalizados
en el tema de poligonos, especificamente en la de cuadrados. Esta formada por una sucesion
de cuadrados construidos, cada uno, en el interior del precedente tomando como vértices los
puntos medios de sus lados. La sesion de trabajo esta desplegada en el registro figural, la cual
consiste en que los estudiantes respondan a cada interrogante que se les solicita y que al final
calculen longitudes, perimetros y areas, donde es necesario que obtengan el valor de

diferentes elementos del cuadrado.
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Objetivo y descripcion por item:

Tabla 3.7.2 Objetivo y descripcion de los items de la sesion de trabajo # 1

Sesion de Objetivo Descripcion
trabajo # 1
NIVEL 1

ltem#1 Describir todos los comentarios Se proporciona al estudiante una
que el estudiante estime pertinente figura en Geogebra y se le pide que
en la situacion problema. la identifique.

Item # 2 Determinar elementos de Se le asignaal estudiante una figura
pensamiento variacional en la en Geogebray se le pide que sefiale
figura que se le presenta. y describa todas las caracteristicas

que estime pertinentes.

Iltem # 3 Describir todos los comentarios Se le muestra al estudiante una
respecto a las magnitudes que el figura en Geogebra y se le pide que
estudiante  observe y que sefiale las magnitudes que observa
involucren propuestas de y estime convenientes.
pensamiento variacional en la
situacion problema.

Nivel 2
ltem#1 Describir todos los comentarios Se proporciona al estudiante una

del estudiante que involucren

elementos de pensamiento
variacional en la  situacion

problema.

figura en Geogebra, que muestra
dos cuadrados, uno de ellos en el
interior del precedente, tomando
como Vvértices los puntos medios de
sus lados. Este item pide que haga

todos los comentarios que el
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estudiante estime pertinente sobre

lo que aprecia.

Item # 2 Determinar elementos que Se le asigna al estudiante una figura
involucran pensamiento en Geogebra, que muestra dos
variacional en el célculo de cuadrados, uno de ellos en el
magnitudes de la situacion interior del precedente, tomando
problema en relacion a la primera como vértices los puntos medios de
figura con apoyo de Geogebra. sus lados. Este item solicita que

calcule y compare las magnitudes
que observa y estime pertinentes de
la situacion problema en relacion a
la primera.

ltem# 3 Determinar elementos de Se le muestra al estudiante una
pensamiento variacional en el figura en Geogebra, que muestra
calculo del valor de la longitud del dos cuadrados, uno de ellos en el
lado en la figura inscrita con apoyo interior del precedente, tomando
de Geogebra. como Vvértices los puntos medios de

sus lados. La consigna consiste en
que calcule el valor de la longitud
del lado de la figura inscrita.

Item# 4 Determinar elementos que Se proporciona en Geogebra dos
involucran pensamiento cuadrados, uno de ellos en el
variacional en el célculo del interior del precedente, tomando
perimetro de la figura inscrita con como vértices los puntos medios de
el apoyo de Geogebra. sus lados. Este item demanda que

calcule el valor del perimetro de la
figura inscrita.

Item #5 Encontrar elementos que Se le asigna al estudiante una figura
involucran pensamiento en Geogebra, que muestra dos
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variacional en el calculo vy
comparacion de éareas de la
situacion problema en relacién a la
primera figura con el apoyo de

Geogebra.

cuadrados, uno de ellos en el
interior del precedente, tomando
como Vvértices los puntos medios de
sus lados. Este item propuesto
requiere que calcule y compare las
estime

areas que observa y

pertinentes de la  situacion

problema en relacién a la primera.

Nivel 3

Item# 1

Describir todos los comentarios
que el estudiante estime pertinente

en la situacion problema.

Se proporciona al estudiante una
figura en Geogebra, que muestra
construidos tres cuadrados, cada
uno de ellos en el interior del
precedente, tomando como vertices
los puntos medios de sus lados. Este
item pide que realice todos los
comentarios que el estudiante
estime pertinente sobre lo que

aprecia.

Item #2

Determinar elementos que

involucran pensamiento
variacional en el célculo vy
comparacion de magnitudes de la
situacion problema en relacién a la
segunda figura con apoyo de

Geogebra.

Se le asigna al estudiante en
Geogebra tres cuadrados, cada uno
de ellos en el interior del
precedente, tomando como vértices
los puntos medios de sus lados. Se
le solicita que calcule y compare las
magnitudes que observa de la
situacion problema en relacion a la

segunda figura y que anote todos
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los comentarios que el estudiante

estime pertinentes.

Item# 3 Encontrar elementos que Se le muestra al estudiante en
involucran pensamiento Geogebra tres cuadrados
variacional en el calculo del valor construidos, cada uno de ellos en el
de la longitud del lado de la interior del precedente, tomando
situacion problema en relacién ala como vértices los puntos medios de
segunda figura inscrita con apoyo sus lados. Este item demanda que
de Geogebra. calcule el valor de la longitud del

lado de la segunda figura inscrita.

Item# 4 Determinar elementos que Se proporciona al estudiante en
involucran pensamiento Geogebra tres cuadrados
variacional en el célculo del valor construidos, cada uno de ellos en el
del perimetro de la figura inscrita interior del precedente, tomando
con apoyo de Geogebra. como Vértices los puntos medios de

sus lados. Este item requiere que
calcule el valor del perimetro de la
segunda figura inscrita, dando
todos los comentarios que el
estudiante estime convenientes.

Item #5 Descubrir elementos que Se le asigna al estudiante una figura
involucran pensamiento en Geogebra, que muestra tres

variacional en el calculo vy
comparacion de areas en la
situacion problema en relacién a la
segunda figura inscrita con apoyo

de Geogebra.

cuadrados construidos, cada uno de
ellos en el interior del precedente,
tomando como Vértices los puntos
medios de sus lados. La consigna
consiste en que calcule y compare

las areas que observa, dando todos
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los comentarios que el estudiante

estime pertinentes.

NIVEL 4

Item# 1

Describir todos los comentarios
que el estudiante estime pertinente

en la situacion problema.

Se proporciona al estudiante una
figura en Geogebra y se le pide que
establezca con propiedad si la
construccion de n figuras inscritas
puede realizarse dando todos los
estudiante

comentarios que el

estime convenientes.

ltem # 2 Encontrar elementos que Se le asigna al estudiante en
involucran pensamiento Geogebra una  sucesion  de
variacional en el célculo y cuadrados construidos, cada uno,
comparacion de magnitudes de las en el interior del precedente
figuras inscritas en relacién a las tomando como Vvértices los puntos
anteriores si el proceso de medios de sus lados. Se le solicita
construccion continla de manera que calcule y compare las
indefinida con apoyo de Geogebra. magnitudes que observa de la

situacion problema en relacion a las
figuras anteriores y gue anote todos
los comentarios pertinentes.

Item# 3 Determinar elementos que Se le muestra al estudiante en
involucran pensamiento Geogebra una  sucesién  de
variacional en el céalculo del cuadrados construidos, cada uno,
perimetro de la sucesion de figuras en el interior del precedente

de

construccién continda de manera

inscritas, si el proceso

indefinida con apoyo de Geogebra.

tomando como Vvértices los puntos
medios de sus lados. Este item
solicita que el estudiante calcule el

valor de los perimetros de las
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figuras inscritas, dando todos los

comentarios que el estudiante

estime convenientes.

Item# 4 Encontrar elementos que Se proporciona al estudiante en
involucran pensamiento Geogebra una  sucesion  de
variacional en el calculo y cuadrados construidos, cada uno,
comparacion de areas de la en el interior del precedente
sucesion de figuras inscritas si el tomando como vértices los puntos
proceso de construccion continla medios de sus lados. La tarea
de manera indefinida con apoyo de requiere que calcule y compare las
Geogebra. areas de las figuras inscritas, dando

todos los comentarios que el
estudiante estime conveniente.

Item#5 Determinar elementos que EIl problema presenta una sucesion
involucran pensamiento de cuadrados construidos, cada
variacional en la elaboracion del uno, en el interior del precedente
listado de longitudes, perimetrosy tomando como vértices los puntos
areas de las figuras inscritas medios de sus lados. La consigna
construidas con apoyo de consiste en que los estudiantes
Geogebra. realicen un listado de las

longitudes, perimetros y areas de
las figuras construidas.

Item # 6 Encontrar elementos que Se presenta una sucesion de
involucran pensamiento cuadrados construidos, cada uno,

variacional al hacer relaciones
entre las figuras construidas sus
perimetros y areas con apoyo de

Geogebra.

en el interior del precedente
tomando como Vértices los puntos
medios de sus lados. La consigna
pide que el estudiante muestre todas

las relaciones entre las figuras
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construidas, y haga las anotaciones

que el estime pertinentes.

Fuente: Elaboracion propia

3.7.3 Sesion de trabajo # 2

Objetivos

Calcular areas que se construyen especificamente mediante una sucesién de circulos
conceéntricos (cada uno, en el interior del precedente tomando siempre la mitad del radio

anterior) y sus elementos tales como perimetros.

Analizar los procesos que contintan sin culminar y como estos ayudan al acercamiento de
conocimientos y concepciones previas de pensamiento variacional con el primer nivel de
analisis con que aporta el EOS, considerando las respectivas categorias: lenguaje, situaciones
problema, definiciones, procedimientos, afirmaciones y argumentos desarrollados por los
estudiantes en el contexto de las actividades propuestas y analizadas en este trabajo con

apoyo del software Geogebra.

Descripcion general

Esta sesion dos consta de cuatro niveles: en el nivel uno hay tres items, en el nivel dos hay
cuatro item, en el nivel tres hay cuatro items y en el nivel cuatro hay seis items, en general
estan focalizados en el tema de circulos. Esta formada por una sucesiéon de circulos
concentricos, cada uno, en el interior del precedente tomando la mitad del radio anterior. La
sesion de trabajo esta desplegada en el registro figural, la cual consiste en que los estudiantes
respondan a cada interrogante que se les solicita y que al final calculen perimetros y areas,

donde es necesario que obtengan el valor de diferentes elementos del circulo.

114



Objetivo y descripcion por item

Tabla 3.7.3 Objetivo y descripcion de los items de la sesion de trabajo # 2

Sesion de Objetivo Descripcion
trabajo # 2
NIVEL 1
ltem#1 Describir todos los comentarios Se proporciona al estudiante una
que el estudiante estime pertinente figura en Geogebra y se le pide que
en la situacion problema. la identifique.
ltem#2 Especificar las caracteristicas que Se le asigna al estudiante una figura
el estudiante estime pertinente en en Geogebra y se le pide que sefiale,
la figura que se le presenta. describa todas las caracteristicas que
estime pertinentes.
Item # 3 Describir todos los comentarios Se le facilita al estudiante una figura
respecto a las magnitudes que el en Geogebra y este item pide que
estudiante  observe y que sefiale las magnitudes que observa y
involucren elementos de estime convenientes.
pensamiento variacional en la
situacion problema.
Nivel 2
item#1 Describir todos los comentarios Se proporciona al estudiante una

del estudiante que involucren

elementos de pensamiento
variacional en la situacion

problema.

figura en Geogebra que muestra dos
circulos, el circulo de mayor tamafio
tiene radio “r”, a su vez, el siguiente
circulo tiene la mitad de radio que el
circulo anterior. Este item pide que

haga todos los comentarios que el
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estudiante estime pertinente sobre lo

que aprecia.

Item#2

Determinar elementos que
involucran pensamiento
variacional en el célculo de

magnitudes de la situacion
problema en relacion a la primera

figura con apoyo de Geogebra.

Se le asigna al estudiante una figura
en Geogebra que muestra dos
circulos, el circulo de mayor tamafio
tiene radio “r”, a su vez, el siguiente
circulo tiene la mitad de radio que el
circulo anterior. Este item solicita
que calcule 'y compare las
magnitudes que observa y estime
pertinentes de la situacién problema

en relacion a la primera.

item# 3

Determinar elementos de

pensamiento variacional en el

calculo del perimetro del circulo

Se proporciona en Geogebra dos
circulos, el circulo de mayor tamafio
tiene radio “r”, a su vez, el siguiente
circulo tiene la mitad de radio que el
circulo anterior. Este item demanda
que calcule el valor del perimetro del

primer circulo concéntrico

Item# 4

concéntrico con apoyo de
Geogebra.

Encontrar elementos que
involucran pensamiento

variacional en el célculo vy
comparacion del area del circulo
concéntrico en relacion a la
primera figura con apoyo de

Geogebra.

Se le asigna al estudiante una figura
en Geogebra que muestra dos
circulos, el circulo de mayor tamafio
tiene radio “r”, a su vez, el siguiente
circulo tiene la mitad de radio que el
circulo anterior. Este item requiere
que calcule y compare las areas de la
situacién problema en relacién a la

primera.
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Nivel 3

Item# 1

Describir todos los comentarios
que el estudiante estime pertinente

de la situacion problema.

Se proporciona al estudiante una
figura en Geogebra que muestra tres
circulos, el de mayor tamafio tiene
radio “r”, a su vez el siguiente circulo
tiene la mitad de radio que el circulo
anterior, se continGa con un tercer
circulo con la mitad del radio del
segundo circulo. Este item pide que
haga todos los comentarios que el
estudiante estime pertinente sobre lo

que observa.

Item#2

Determinar elementos que

involucran pensamiento
variacional en el calculo vy
comparacion de magnitudes de la
situacién problema en relacién a la

segunda figura con apoyo de

Se le asigna al estudiante en
Geogebra tres circulos, el de mayor
tamafio tiene radio “r”, a su vez, el
siguiente circulo tiene la mitad de
radio que el circulo anterior, se
continda con un tercer circulo con la
mitad del radio del segundo circulo.
Este item solicita que calcule y
compare las magnitudes en relacion a
la segunda figura y que anote todos
los comentarios que el estudiante

estime convenientes.

Item# 3

Geogebra.
Determinar elementos que
involucran pensamiento

variacional en el calculo del valor

del  perimetro del circulo

Se proporciona en Geogebra tres
circulos, el circulo de mayor tamafio
tiene radio “r”, a su vez, el siguiente
circulo tiene la mitad de radio que el

circulo anterior, e igual el tercer
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concéntrico con apoyo de

circulo tiene la mitad de radio que el
circulo antes mencionado. Este item
demanda que calcule el valor del
circulo

perimetro del segundo

concéntrico

Se le asigna al estudiante una figura
en Geogebra que muestra tres
circulos, el de mayor tamafio tiene
radio “r”, a su vez, el siguiente
circulo tiene la mitad de radio que el
circulo anterior. Se continda con un
tercer circulo con la mitad del radio
del segundo circulo. La consigna
consiste en que calcule y compare las
areas que observa, dando todos los
comentarios que el estudiante estime

pertinentes.

Se proporciona al estudiante una
figura en Geogebra y se le pide que
establezca con propiedad si la
construccion de n circunferencias
conceéntricas podria realizarse dando
todos los comentarios que el

estudiante estime convenientes.

Geogebra.

Item#4 Descubrir elementos que
involucran pensamiento
variacional en el célculo vy
comparacion de areas en la
situacién problema en relacién a la
segunda figura con apoyo de
Geogebra.

NIVEL 4

ltem#1 Determinar si la construccion de n
circunferencias concéntricas
podria realizarse proporcionando
todos los comentarios pertinentes
de la situacion problema.

ltem#2 Encontrar elementos que
involucran pensamiento

variacional en el calculo vy

comparacion de magnitudes de la

Se le asigna al estudiante en
Geogebra tres circulos, el de mayor
tamarfio tiene radio “r”, a su vez, el

siguiente circulo tiene la mitad de
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situacion problema si el proceso de
construccion continlia de manera

indefinida con apoyo de Geogebra.

radio que el circulo anterior, se
continda con un tercer circulo con la
mitad del radio del segundo circulo y
se continta el proceso de manera
indefinida. Este item solicita que
calcule y compare las magnitudes de
las circunferencias concentricas y
gue anote todos los comentarios que

el estudiante estime convenientes.

Item#3 Determinar elementos que Se le facilita en Geogebra una
involucran pensamiento sucesion de circunferencias
variacional en el célculo de los concéntricas donde el circulo de
perimetros de la sucesibn de mayor tamafo tiene radio “r”, a su
circunferencias concéntricas, si el vez, el siguiente circulo tiene la
proceso de construccion continda mitad de radio que el circulo anterior.
de manera indefinida con apoyo de  Se continla con un tercer circulo con
Geogebra. la mitad del radio del segundo circulo

y se continla el proceso de manera
indefinida. Seguidamente se pide al
estudiante que calcule el valor de los
perimetros de las circunferencias
concéntricas, dando todos los
comentarios que el estudiante estime
convenientes.

ltem#4 Encontrar elementos que Se proporciona al estudiante en
involucran pensamiento Geogebra, sucesion de

variacional en el calculo vy
comparacion de areas de la
sucesion  de  circunferencias

concéntricas si el proceso de

circunferencias concéntricas donde
el circulo de mayor tamafio tiene

(Y%

radio “r”. A su vez el siguiente

circulo tiene la mitad de radio que el
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construccion continla de manera

indefinida con apoyo de Geogebra.

circulo anterior, se contindia con un
tercer circulo con la mitad del radio
del segundo circulo y se continta el
proceso de manera indefinida. Este
item requiere que calcule y compare
las éareas de las circunferencias

concéntricas, dando todos los
comentarios que el estudiante estime

conveniente.

Item#5 Determinar elementos que EI problema presenta una sucesion
involucran pensamiento de circunferencias concéntricas
variacional en la elaboracion del donde el circulo de mayor tamafio
listado de longitudes, perimetros y tiene radio “r”, a su vez, el siguiente
areas de las circunferencias circulo tiene la mitad de radio que el
concéntricas  construidas  con circulo anterior. Se continda con un
apoyo de Geogebra. tercer circulo con la mitad del radio

del segundo circulo y se continua el
proceso de manera indefinida. La
consigna consiste en que el
estudiante haga un listado de los
radios, perimetros y areas de las
figuras construidas.

item# 6 Encontrar elementos que Se presenta una sucesion de
involucran pensamiento circunferencias concéntricas donde

variacional al hacer relaciones
entre las figuras construidas, sus
perimetros y areas con apoyo de

Geogebra.

el circulo de mayor tamafio tiene
radio “r”, a su vez, el siguiente
circulo tiene la mitad de radio que el
circulo anterior. Se continda con un
tercer circulo con la mitad del radio

del segundo circulo y se continta el
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proceso de manera indefinida. La
consigna pide que el estudiante
muestre todas las relaciones entre las
circunferencias concentricas y haga
las anotaciones que el estime

pertinentes.

Fuente: Elaboracion propia

3.7.4 Sesion de trabajo # 3

Objetivos

Calcular areas que se construyen especificamente mediante una sucesion de
semicircunferencias (que a su vez se subdivide en dos semicircunferencias congruentes cada
una en el interior del precedente y esto se repite de manera indefinida) y sus elementos tales

como sus perimetros con apoyo del software Geogebra.

Analizar los procesos que contindan sin culminar y como estos ayudan al acercamiento de
conocimientos y concepciones previas de pensamiento variacional con el primer nivel de
analisis con que aporta el EOS, considerando las respectivas categorias: lenguaje, situaciones
problema, definiciones, procedimientos, afirmaciones y argumentos desarrollados por los
estudiantes en el contexto de las actividades propuestas y analizadas en este trabajo con

apoyo del software Geogebra.

3.7.4.1 Descripcién general

La actividad tres consta de tres niveles: en el nivel uno hay cuatro item, en el nivel dos hay
cuatro items y en el nivel tres hay seis items, en general, estan focalizados en el tema de

semicircunferencias. Estad formada por una sucesion de semicircunferencias, donde se les
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proporciona a los estudiantes una semicircunferencia inicial que a su vez se subdivide en dos
semicircunferencias congruentes més, y que contintan subdividiendo en semicircunferencias
congruentes de manera indefinida. La sesion de trabajo est& desplegada en el registro figural,
la cual consiste en que los estudiantes respondan a cada interrogante que se les solicita y que
al final calculen perimetros y areas, donde es necesario que obtengan el valor de diferentes

elementos de las semicircunferencias.

Objetivo y descripcion por item

Tabla 3.7.4 Objetivo y descripcion de los items de la sesion de trabajo # 3

Sesién de Objetivo Descripcion
trabajo # 3
Nivel 1
item#1 Describir todos los comentarios Se proporciona al estudiante una
del estudiante que involucren figura en Geogebra, que muestra una
elementos de  pensamiento semicircunferencia con el segmento
variacional en la situacion AB como didmetro. Luego se divide
problema. AB en dos partes iguales AO y OB, y
se construyen dos
semicircunferencias. Se le pide que
haga todos los comentarios que el
estudiante estime pertinente sobre lo
que aprecia.
item#2 Determinar  elementos  que Se le asigna al estudiante una figura en
involucran pensamiento Geogebra  que muestra  una
variacional en el calculo de semicircunferencia con el segmento

magnitudes de la situacién

AB como didmetro. Luego se divide

AB en dos partes iguales AO y OB, y
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problema en relacion a la primera

figura con apoyo de Geogebra.

se construyen dos
semicircunferencias. Este item solicita
que calcule y compare las magnitudes
que observa y estime pertinentes de la
situacion problema en relacion a la

primera semicircunferencia.

Item#3 Determinar  elementos que Se proporciona en Geogebra una
involucran pensamiento semicircunferencia con el segmento
variacional en el céalculo de AB como diametro. Luego se divide
perimetros de las AB en dos partes iguales AO y OB, y
semicircunferencias con apoyo se construyen dos
de Geogebra. semicircunferencias. Este item

solicita al estudiante que calcule el
valor de los perimetros de las
semicircunferencias.

item#4 Encontrar elementos que Se le asigna al estudiante una figuraen
involucran pensamiento Geogebra  que muestra  una
variacional en el célculo de areas semicircunferencia con el segmento
de los semicirculos en relaciéon a AB como didmetro. Luego se divide
la primera figura proporcionada AB en dos partes iguales AO y OB, y
con apoyo de Geogebra. se construyen dos

semicircunferencias. Este item
requiere que el alumno calcule y
compare las areas de los semicirculos
en relacion al primer semicirculo.
Nivel 2
item#1 Describir todos los comentarios Se proporciona al estudiante una

del estudiante que involucren

figura en Geogebra que muestra una
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elementos de  pensamiento

semicircunferencia con el segmento

variacional en la situacion AB como diametro. Luego se divide
problema. AB en dos partes iguales AO y OB, y
se construyen dos semicircunferencias
congruentes mas, MO Y NO, que
continlan subdividiendo en cuatro
semicircunferencias congruentes. Se
le pide que haga todos los comentarios
que el alumno estime pertinente sobre
lo que percibe.
ltem#2 Determinar ~ elementos  que Se le asigna al estudiante en Geogebra
involucran pensamiento una  semicircunferencia con el
variacional en el calculo y segmento AB como diametro. Luego
comparacion de magnitudes de la se divide AB en dos partes iguales AO
situacion problema en relacibna y OB, y se construyen dos
la segunda figura con apoyo de semicircunferencias congruentes mas,
Geogebra. MO Y NO, que contindan
subdividiendo en cuatro
semicircunferencias congruentes. Se
le solicita que compare las magnitudes
en relacién a la segunda figura y que
anote todos los comentarios que el
estudiante estime convenientes.
item#3 Encontrar elementos que Se proporciona al estudiante en
involucran pensamiento Geogebra una semicircunferencia con

variacional en el célculo del valor
del perimetro de la figura inscrita
con apoyo de Geogebra.

el segmento AB como diametro.
Luego se divide AB en dos partes
iguales AO y OB, y se construyen dos
semicircunferencias congruentes mas,

MO Y NO, que continlan
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subdividiendo en cuatro
semicircunferencias congruente. Este
item requiere que calcule el valor del
perimetro de las semicircunferencias,
comentarios

dando  todos los

convenientes.

Item# 4

Determinar  elementos  que

involucran pensamiento

variacional en el célculo y
comparacion de areas de la
situacién problema en relacién a
la segunda figura con apoyo de

Geogebra.

Se le asigna al estudiante una figura en
Geogebra, una semicircunferencia con
el segmento AB como didmetro.
Luego se divide AB en dos partes
iguales AO y OB, y se construyen dos
semicircunferencias congruentes mas,
MO Y NO, que

subdividiendo en

contindian

cuatro
semicircunferencias congruente. La
consigna consiste en que calcule y
compare las areas que observa, dando
todos los comentarios que se estimen

pertinentes.

NIVEL 3

Item# 1

Determinar si la construccion de
n semicircunferencias podria
realizarse proporcionando todos
los comentarios pertinentes de la

situacion problema.

Se proporciona al estudiante una
figura en Geogebra y se le pide que
establezca con propiedad si la
construccion de n semicircunferencias
podria realizarse dando todos los
comentarios que el estudiante estime

convenientes.

Item # 2

Determinar  elementos  que

involucran pensamiento

Se le asigna al estudiante en Geogebra

una semicircunferencia inicial MN
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variacional en el calculo de
longitudes de las
semicircunferencias en relacion a
las anteriores, si el proceso de

construccion continla de manera

que a su vez se subdivide en dos
semicircunferencias congruentes mas,
MO Y NO, que

subdividiendo en semicircunferencias

contindan

congruentes de manera indefinida. Se

indefinida con apoyo de lesolicitaque calcule las longitudes de

Geogebra. las semicircunferencias en relacion a
las anteriores y que anote todos los
comentarios pertinentes.

Item#3 Encontrar elementos que Se le facilita al estudiante en
involucran pensamiento Geogebra, una semicircunferencia
variacional en el célculo de los inicial MN que a su vez se subdivide
perimetros de la sucesion de en dos semicircunferencias
semicircunferencias, Si el congruentes mas, MO Y NO, que
proceso de construccion continla contindan subdividiendo en
de manera indefinida con apoyo semicircunferencias congruentes de
de Geogebra. manera indefinida. Seguidamente se

pide al estudiante que calcule el valor
de los perimetros de las
semicircunferencias, dando todos los
comentarios que el estudiante estime
convenientes.

item#4 Encontrar elementos que Se proporciona al estudiante en
involucran pensamiento Geogebra una semicircunferencia
variacional en el célculo y inicial MN que a su vez se subdivide

comparacion de areas en la
sucesion de semicircunferencias,

si el proceso de construccion

en dos semicircunferencias
congruentes mas, MO Y NO, que
contindian subdividiendo en
semicircunferencias congruentes de

manera indefinida. Este item requiere
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continla de manera indefinida

con apoyo de Geogebra.

que calcule y compare las areas de las
semicircunferencias concéntricas,
dando todos los comentarios que el

alumno estime convenientes.

Item#5 Determinar ~ elementos  que El problema presenta una
involucran pensamiento semicircunferencia inicial MN que a
variacional en la elaboracion del su vez se subdivide en dos
listado de perimetros y areas de semicircunferencias congruentes mas,
las semicircunferencias MO Y NO, que contintan
construidas con apoyo de subdividiendo en semicircunferencias
Geogebra. congruentes de manera indefinida. La

consigna consiste en que el estudiante
haga un listado de los didmetros,
perimetros y areas de las figuras
construidas.

Item # 6 Encontrar elementos que Se presenta una semicircunferencia
involucran pensamiento inicial MN que a su vez se subdivide
variacional al hacer relaciones en dos semicircunferencias
entre las semicircunferencias congruentes mas, MO Y NO, que

construidas, sus perimetros vy

areas con apoyo de Geogebra.

contintian subdividiendo en
semicircunferencias congruentes de
manera indefinida. La consigna pide
que el estudiante muestre todas las
relaciones entre las
semicircunferencias 'y haga las

anotaciones que el estime pertinentes.

Fuente: Elaboracion propia
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3.7.5 Sesion de trabajo # 4

Objetivos

Calcular areas de poligonos, especificamente de triangulos equilateros y sus diferentes
elementos como longitudes y perimetros con apoyo del software Geogebra.

Analizar los procesos que contintan sin culminar y como estos ayudan al acercamiento
de conocimientos y concepciones previas de pensamiento variacional con el primer nivel
de andlisis con que aporta el EOS, considerando las respectivas categorias: lenguaje,
situaciones problema, definiciones, procedimientos, afirmaciones y argumentos
desarrollados por los estudiantes en el contexto de las actividades propuestas y analizadas

en este trabajo con apoyo del software Geogebra.

Descripcion general

La actividad cuatro consta de cuatro niveles: en el nivel uno hay tres items, en el nivel dos
hay cinco item, en el nivel tres hay cinco items y en el nivel cuatro hay seis items. En general
estan focalizados en el tema de poligonos, especificamente en la de tridangulos equilateros.
Esta formada por una sucesion de hexagonos regulares construidos, cada uno, en el interior
del precedente tomando como Vértices los puntos medios de sus lados. La sesion de trabajo
esta desplegada en el registro figural, la cual consiste en que los estudiantes respondan a cada
interrogante que se les solicita y que al final calculen longitudes, perimetros y areas, donde

es necesario que obtengan el valor de diferentes elementos de los tridngulos equilateros.

Objetivo y descripcion por item

Tabla 3.7.5 Objetivo y descripcion de los items de la sesién de trabajo # 4

Sesion de Objetivo Descripcion
trabajo # 4
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NIVEL 1

item# 1

Describir todos los
comentarios que el estudiante
estime pertinente en la

situacion problema.

Se proporciona al estudiante una figura
en Geogebra y se le pide que la

identifique.

Item #2

Describir las caracteristicas
que involucren elementos de
pensamiento variacional en la

figura que se le presenta.

Se le asigna al estudiante una figura en
Geogebra y se le pide que sefiale y
describa todas las caracteristicas que

estime pertinentes.

item# 3

Describir todos los
comentarios respecto a las
magnitudes que el estudiante
observe y que involucren
elementos de pensamiento
variacional en la situacion

problema.

Se le facilita al estudiante una figura en
Geogebra y se le pide que sefale las
magnitudes que observa y estime

pertinentes.

Nivel 2

Item# 1

Describir todos los

comentarios del estudiante
que involucren elementos de
pensamiento variacional en la

situacion problema.

Se proporciona al estudiante una figura
en Geogebra que muestra dos tridngulos
equilateros construidos, uno de ellos en
el interior del precedente, tomando
como vertices los puntos medios de sus
lados. Este item pide que haga todos los
comentarios que el estudiante estime

pertinente sobre lo que aprecia.

item# 2

Determinar elementos que

involucran pensamiento

Se le asigna al estudiante una figura en

Geogebra que muestra dos triangulos
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variacional en el célculo de
magnitudes de la situacion
problema en relacién a la

primera figura con apoyo de

equilateros construidos, uno de ellos en
el interior del precedente, tomando
como vertices los puntos medios de sus

lados. Este item solicita que calcule y

Geogebra. compare las magnitudes que observa y
estime pertinentes de la situacion
problema en relacion a la primera.

Item # 3 Determinar elementos de Se le facilita al estudiante una figura en
pensamiento variacional en el Geogebra que muestra triangulos
calculo del wvalor de la equilateros construidos, uno de ellos en
longitud del lado en la figura el interior del precedente, tomando
inscrita con apoyo de como vértices los puntos medios de sus
Geogebra. lados. La consigna consiste en que

calcule el valor de la longitud del lado
de la figura inscrita.

Item# 4 Encontrar  elementos que Se proporciona en Geogebra dos
involucran pensamiento tridngulos equilateros construidos, uno
variacional en el célculo del de ellos en el interior del precedente,
perimetro de la figura inscrita tomando como Vértices los puntos
con apoyo de Geogebra. medios de sus lados. Este item demanda

que calcule el valor del perimetro de la
figura inscrita.

Item#5 Determinar elementos que Se le asigna al estudiante una figura en

involucran pensamiento
variacional en el calculo y
comparacion de éareas de la
situacion problema en
relacion a la primera figura

con el apoyo de Geogebra.

Geogebra que muestra dos tridngulos
equilateros construidos, uno de ellos en
el interior del precedente, tomando
como veértices los puntos medios de sus
lados. Este item requiere que calcule y

compare las areas que observa y estime
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pertinentes de la situacion problema en

relacion a la primera.

Nivel 3

item# 1

Describir todos los

comentarios del estudiante
que involucren elementos de
pensamiento variacional en la

situacion problema.

Se proporciona al estudiante una figura
en Geogebra que muestra tres tridngulos
equilateros construidos, cada uno de
ellos en el interior del precedente,
tomando como Vvértices los puntos
medios de sus lados. Este item pide que
haga todos los comentarios que el
estudiante estime pertinente sobre lo

que percibe.

Item #2

Determinar elementos que

involucran pensamiento
variacional en el célculo y
comparacion de magnitudes
de la situacién problema en
relacion a la segunda figura

con apoyo de Geogebra.

Se le asigna al estudiante en Geogebra
tres triangulos equilateros construidos,
cada uno de ellos en el interior del
precedente, tomando como vértices los
puntos medios de sus lados. Este item
solicita que calcule y compare las
magnitudes que observa en relacién a la
segunda figura y que anote todos los
comentarios que el estudiante estime

pertinentes.

Item# 3

Encontrar  elementos  que

involucran pensamiento
variacional en el célculo del
valor de la longitud del lado de
la situacién problema en

relacion a la segunda figura

Se le facilita al estudiante en Geogebra
tres tridngulos equilateros construidos,
cada uno de ellos en el interior del
precedente, tomando como vértices los
puntos medios de sus lados. Este item

demanda que calcule el valor de la
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que involucren elementos de
pensamiento variacional en la

situacion problema.

inscrita  con apoyo de longitud del lado de la segunda figura
Geogebra. inscrita.

Item# 4 Determinar elementos que Se proporciona al estudiante en
involucran pensamiento Geogebra tres tridngulos equilateros
variacional en el calculo del construidos, cada uno de ellos en el
valor del perimetro de la interior del precedente, tomando como
figura inscrita con apoyo de Vvértices los puntos medios de sus lados.
Geogebra. Este item requiere que calcule el valor

del perimetro de la segunda figura
inscrita, dando todos los comentarios
que el estudiante estime pertinentes.

Item#5 Descubrir  elementos que Se le asigna al estudiante una figura en
involucran pensamiento Geogebra que muestra tres triangulos
variacional en el célculo y equilateros construidos, cada uno de
comparacion de &reas en la ellos en el interior del precedente,
situacion problema en tomando como vértices los puntos
relacién a la segunda figura medios de sus lados. La consigna
inscrita con apoyo de consiste en que calcule y compare las
Geogebra. areas que observa, dando todos los

comentarios que el estudiante estime
pertinentes.
NIVEL 4

Item # 1 Describir todos los Se proporciona al estudiante una figura

comentarios del estudiante en Geogebray se le pide que establezca

con propiedad si la construccion de n
figuras inscritas puede realizarse dando
todos los comentarios que el estudiante

estime convenientes.
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item# 2

Encontrar  elementos que

involucran pensamiento
variacional en el calculo y
comparacion de magnitudes
de las figuras inscritas en
relacion a las anteriores, si el
proceso  de  construccion
continta de manera indefinida

con apoyo de Geogebra

Se le asigna al estudiante en Geogebra
una sucesion de triangulos equilateros
construidos, cada uno, en el interior del
precedente tomando como Vértices los
puntos medios de sus lados. Este item
solicita que calcule y compare las
magnitudes que observa en relaciéon a
las figuras anteriores y que anote todos

los comentarios pertinentes.

item# 3

Determinar elementos que

involucran pensamiento
variacional en el céalculo del
perimetro de la sucesion de
figuras inscritas, si el proceso
de construccion continla de
manera indefinida con apoyo

de Geogebra

Se le facilita al estudiante en Geogebra
una sucesion de wuna sucesion de
triangulos equiléteros construidos, cada
uno, en el interior del precedente
tomando como Vértices los puntos
medios de sus lados construidos, cada
uno, en el interior del precedente
tomando como Vvértices los puntos
medios de sus lados. Este item demanda
que calcule el valor de los perimetros de
las figuras inscritas, dando todos los
comentarios que el estudiante estime

convenientes.

item# 4

Encontrar  elementos  que

involucran pensamiento
variacional en el célculo vy
comparacion de areas de la
sucesion de figuras inscritas si

el proceso de construccion

Se proporciona al estudiante en
Geogebra una sucesion de una sucesion
de triangulos equilateros construidos,
cada uno, en el interior del precedente
tomando como Vértices los puntos
medios de sus lados construidos, cada
en el interior del

uno, precedente

tomando como Vértices los puntos
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continda de manera indefinida

con apoyo de Geogebra.

medios de sus lados. Este item requiere
que calcule y compare las areas de las
figuras inscritas, dando todos los
comentarios que el estudiante estime

conveniente.

Item#5

Determinar elementos que

involucran pensamiento
variacional en la elaboracion
del listado de longitudes,
perimetros y éareas de las
figuras inscritas construidas

con apoyo de Geogebra.

El problema presenta una sucesion de
una sucesion de triangulos equilateros
construidos, cada uno, en el interior del
precedente tomando como vértices los
puntos medios de sus lados. La consigna
consiste en que el estudiante haga un
listado de las longitudes, perimetros y

areas de las figuras construidas.

item#6

Encontrar  elementos  que

involucran pensamiento
variacional al hacer relaciones
entre las figuras construidas
sus perimetros y areas con

apoyo de Geogebra.

Se presenta una sucesion de una

sucesion de triangulos equilateros
construidos, cada uno, en el interior del
precedente tomando como Vértices los
puntos medios de sus lados. La consigna
pide que el estudiante muestre todas las
relaciones entre las figuras construidas
y haga las anotaciones que el estime

pertinentes.

Fuente: Elaboracion propia

3.7.6 Sesion de trabajo # 5

Objetivos

Calcular areas de poligonos, especificamente de hexagonos y sus diferentes elementos

como longitudes y perimetros con apoyo del software Geogebra.
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Analizar los procesos que contindan sin culminar y como estos ayudan al acercamiento de
conocimientos y concepciones previas de pensamiento variacional con el primer nivel de
andlisis con que aporta el EOS, considerando las respectivas categorias: lenguaje,
situaciones problema, definiciones, procedimientos, afirmaciones y argumentos
desarrollados por los estudiantes en el contexto de las actividades propuestas y analizadas

en este trabajo con apoyo del software Geogebra.

Descripcion general

La actividad cinco consta de cuatro niveles: en el nivel uno hay tres items, en el nivel dos
hay cinco, en el nivel tres hay cinco y en el nivel cuatro hay seis items. En general estan
focalizados en el tema de poligonos, especificamente en la de hexagonos. Esta formada por
una sucesion de hexagonos regulares construidos, cada uno, en el interior del precedente
tomando como vértices los puntos medios de sus lados. La sesion de trabajo esta desplegada
en el registro figural la cual consiste en que los estudiantes respondan a cada interrogante que
se les solicita y que al final calculen longitudes, perimetros y areas, donde es necesario que

obtengan el valor de diferentes elementos del hexagono con apoyo del software Geogebra.

Objetivo y descripcion por item

Tabla 3.7.6 Objetivo y descripcion de los items de la sesion de trabajo # 5

Sesion de Objetivo Descripcion
trabajo #5
NIVEL 1
Item#1 Describir todos los Se proporciona al estudiante una figura

comentarios que el estudiante en Geogebra y se le pide que la
identifique.
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estime pertinente en la

situacion problema.

Item #2

Describir las caracteristicas
que involucren elementos de
pensamiento variacional en la

figura que se le presenta.

Se le asigna al estudiante una figura en
Geogebra y se le pide que sefale y
describa todas las caracteristicas que

estime pertinentes.

item# 3

Describir todos los
comentarios respecto a las
magnitudes que el estudiante
observe y que involucren
elementos de pensamiento
variacional en la situacion

problema.

Se le facilita al estudiante una figura en
Geogebra y se le pide que sefale las
magnitudes que observa y estime

pertinentes.

Nivel 2

Item# 1

Describir todos los

comentarios del estudiante
que involucren elementos de
pensamiento variacional en la

situacion problema.

Se proporciona al estudiante una figura
en Geogebra que muestra dos
hexagonos regulares construidos, uno
de ellos en el interior del precedente,
tomando como Vértices los puntos
medios de sus lados. El item pide que
haga todos los comentarios que el
estudiante estime pertinente sobre lo

que aprecia.

item# 2

Determinar elementos que

involucran pensamiento
variacional en el célculo de
magnitudes de la situacion

problema en relacién a la

Se le asigna al estudiante una figura en
Geogebra que muestra dos hexagonos
regulares construidos, uno de ellos en el
interior del precedente, tomando como

vertices los puntos medios de sus lados.

136



primera figura con apoyo de

El item solicita que calcule y compare

Geogebra. las magnitudes que observa y estime
pertinentes de la situacion problema en
relacién a la primera.

Item # 3 Determinar elementos de Se le facilita al estudiante una figura en
pensamiento variacional en el Geogebra que muestra dos hexagonos
calculo del wvalor de la regulares construidos, uno de ellos en el
longitud del lado en la figura interior del precedente, tomando como
inscrita con apoyo de Vértices los puntos medios de sus lados.
Geogebra. La consigna consiste en que calcule el

valor de la longitud del lado de la figura
inscrita.

Item# 4 Encontrar elementos que Se proporciona en Geogebra dos
involucran pensamiento hexagonos regulares construidos, uno
variacional en el calculo del de ellos en el interior del precedente,
perimetro de la figura inscrita tomando como Vvértices los puntos
con apoyo de Geogebra. medios de sus lados. Este item demanda

que calcule el valor del perimetro de la
figura inscrita.

Item#5 Determinar elementos que Se le asigna al estudiante una figura en

involucran pensamiento
variacional en el célculo y
comparacion de areas de la
situacion problema en
relacién a la primera figura

con el apoyo de Geogebra.

Geogebra, que muestra dos hexagonos
regulares construidos, uno de ellos en el
interior del precedente, tomando como
veértices los puntos medios de sus lados.
El item requiere que calcule y compare

las é&reas que observa y estime
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pertinentes de la situacion problema en

relacion a la primera.

Nivel 3

item# 1

Describir todos los

comentarios del estudiante
que involucren elementos de
pensamiento variacional en la

situacion problema.

Se proporciona al estudiante una figura
en Geogebra que muestra tres
hexagonos regulares construidos, cada
uno de ellos en el interior del
precedente, tomando como Vértices los
puntos medios de sus lados. El item pide
que haga todos los comentarios que el
estudiante estime pertinente sobre lo

que aprecia.

Item #2

Determinar elementos que

involucran pensamiento
variacional en el célculo y
comparacion de magnitudes
de la situacién problema en
relacion a la segunda figura

con apoyo de Geogebra.

Se le asigna al estudiante una figura en
Geogebra que muestra tres hexagonos
regulares construidos, cada uno de ellos
en el interior del precedente, tomando
como vertices los puntos medios de sus
lados. El item solicita que calcule y
compare las magnitudes que observa de
la situacion problema en relacién a la
segunda figura y que anote todos los
comentarios que el estudiante estime

pertinentes.

item# 3

Encontrar  elementos  que

involucran pensamiento
variacional en el célculo del
valor de la longitud del lado de

la situacion problema en

Se le facilita al estudiante en Geogebra
tres hexagonos regulares construidos,
cada uno de ellos en el interior del
precedente, tomando como vértices los

puntos medios de sus lados. El item pide
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relacién a la segunda figura

calcular el valor de la longitud del lado
de la segunda figura inscrita.

item# 4

Se
Geogebra tres hexagonos

proporciona al estudiante en
regulares
construidos, cada uno de ellos en el
interior del precedente, tomando como
vértices los puntos medios de sus lados.
El item requiere que calcule el valor del
perimetro de la segunda figura inscrita,
dando todos los comentarios que el

estudiante estime pertinentes.

Item#5

Se le asigna al estudiante una figura en
Geogebra que muestra tres hexagonos
regulares construidos, cada uno de ellos
en el interior del precedente, tomando
como vertices los puntos medios de sus
lados. La consigna consiste en que
calcule y compare las areas que observa,
dando todos los comentarios que el

estudiante estime pertinentes.

item# 1

inscrita con apoyo de
Geogebra.

Determinar elementos que
involucran pensamiento
variacional en el célculo del
valor del perimetro de la
figura inscrita con apoyo de
Geogebra.

Descubrir  elementos  que
involucran pensamiento
variacional en el célculo y
comparacion de éareas en la
situacion problema en
relacion a la segunda figura
inscrita con apoyo de
Geogebra.

NIVEL 4

Describir todos los
comentarios del estudiante

que involucren elementos de
pensamiento variacional en la

situacion problema.

Se proporciona al estudiante una figura
en Geogebra y se le pide que establezca
con propiedad si la construccion de n
figuras inscritas puede realizarse dando
todos los comentarios que el estudiante

estime convenientes.
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item# 2

Encontrar  elementos que

involucran pensamiento
variacional en el calculo y
comparacion de magnitudes
de las figuras inscritas en
relacion a las anteriores si el
proceso  de  construccion
continta de manera indefinida

con apoyo de Geogebra.

Al estudiante se le asigna en Geogebra
una sucesion de hexagonos regulares
construidos, cada uno, en el interior del
precedente tomando como Vértices los
puntos medios de sus lados. El item
solicita que calcule y compare las
magnitudes que observa de la situacion
problema en relacion a las figuras
anteriores y que anote todos los

comentarios pertinentes.

item# 3

Determinar elementos que

involucran pensamiento
variacional en el célculo del
perimetro de la sucesion de
figuras inscritas, si el proceso
de construccion contintda de
manera indefinida con apoyo

de Geogebra.

Al estudiante se le facilita en Geogebra
una sucesion de hexagonos regulares
construidos, cada uno, en el interior del
precedente tomando como Vértices los
puntos medios de sus lados. El item
requiere que calcule el valor de los
perimetros de las figuras inscritas,
dando todos los comentarios que el

estudiante estime convenientes.

item# 4

Encontrar  elementos  que

involucran pensamiento
variacional en el célculo vy
comparacion de areas de la
sucesion de figuras inscritas si
el proceso de construccion
continda de manera indefinida

con apoyo de Geogebra.

Al estudiante se le proporciona en
Geogebra una sucesion de hexagonos
regulares construidos, cada uno, en el
interior del precedente tomando como
vértices los puntos medios de sus lados.
El item requiere que calcule y compare
las areas de las figuras inscritas, dando
todos los comentarios que el estudiante

estime conveniente.
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Item#5 Determinar elementos que EI problema presenta una sucesion de
involucran pensamiento hexagonos regulares construidos, cada
variacional en la elaboracion uno, en el interior del precedente
del listado de longitudes, tomando como vértices los puntos
perimetros y areas de las medios de sus lados. La consigna
figuras inscritas construidas consiste en que el estudiante haga un
con apoyo de Geogebra. listado de las longitudes, perimetros y

areas de las figuras construidas.

Item # 6 Encontrar  elementos que Se presenta una sucesion de hexagonos
involucran pensamiento regulares construidos, cada uno, en el

variacional al hacer relaciones interior del precedente tomando como

entre las figuras construidas Vértices los puntos medios de sus lados.
sus perimetros y &reas con La consigna pide que el estudiante
apoyo de Geogebra. muestre todas las relaciones entre las

figuras construidas y haga las

anotaciones que el estime pertinentes.

Fuente: Elaboracion propia

3.7.7 Sesion de trabajo # 6
Objetivos
= Calcular la longitud de una espiral infinita que se va construyendo bajo ciertas condiciones

particulares con apoyo del software Geogebra.

* Analizar los procesos que contintan sin culminar y como estos ayudan al acercamiento de
conocimientos y concepciones previas de pensamiento variacional con el primer nivel de
analisis con que aporta el EOS, considerando las respectivas categorias: lenguaje,
situaciones problema, definiciones, afirmaciones

procedimientos, y argumentos
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desarrollados por los estudiantes en el contexto de las actividades propuestas y analizadas

en este trabajo con apoyo del software Geogebra.

Descripcion general

La actividad seis consta de dos niveles: en el nivel uno hay dos items y en el nivel dos hay

cuatro items; en general estan focalizados en el tema de poligonos, especificamente en la de

hexagonos. Estd formada por una espiral infinita que se va construyendo bajo ciertas

condiciones particulares. La sesion de trabajo esta desplegada en el registro figural, la cual

consiste en que los estudiantes respondan a cada interrogante que se les solicita y que al final

calculen longitudes, perimetros y areas, donde es necesario que obtengan el valor de la

longitud de la espiral con apoyo del software Geogebra.

Objetivo y descripcion por item

Tabla 3.7.7 Objetivo y descripcion de los items de la sesién de trabajo # 6

Sesion de Objetivo Descripcion
trabajo # 6
Nivel 1
item#1 Describir todos los Se proporciona al estudiante una figura

comentarios del estudiante
que involucren elementos de
pensamiento variacional en la

situacion problema.

en Geogebra que muestra un cuadrado
cuya diagonal mide 2 unidades donde se
dibuja una espiral. Las distancias de los
extremos de los segmentos que
componen la espiral al centro del
cuadrado son 1, ¥, Y4. Y se le pide que
haga todos los comentarios que el
estudiante estime pertinente sobre lo que

aprecia.
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Item#2 Determinar  elementos de Se le facilita al estudiante una figura en
pensamiento variacional en el Geogebra que muestra un cuadrado cuya
calculo del wvalor de la diagonal mide 2 unidades donde se
longitud de los segmentos que dibuja una espiral. Las distancias de los
componen la espiral con extremos de los segmentos que
apoyo de Geogebra. componen la espiral al centro del

cuadrado son 1, %, %. La consigna
consiste en que calcule el valor de la
longitud de la espiral.

Nivel 2

Item#1 Describir todos los Se proporciona al estudiante una figura
comentarios del estudiante en Geogebra que muestra un cuadrado
que involucren elementos de cuya diagonal mide 2 unidades donde se
pensamiento variacional en la dibuja una espiral. Las distancias de los
situacion problema. extremos de los segmentos que

componen la espiral al centro del
cuadrado son 1, 1/2, 1/4,1/8..., donde
continba de manera indefinida. A
continuacion se le pide que haga todos
los comentarios que el alumno estime
pertinente sobre lo que aprecia.

item#2 Encontrar  elementos que Al estudiante se le asigna en Geogebra un
involucran pensamiento cuadrado cuya diagonal mide 2 unidades
variacional en el célculo donde se dibuja una espiral. Las

longitud de los segmentos que
componen la espiral en
relacion a las longitudes
anteriores si el proceso de

construccién  continla de

distancias de los extremos de los
segmentos que componen la espiral al
centro del cuadrado son 1, 1/2, 1/4,1/8...,
que continla de manera indefinida. El

item solicita que calcule y compare las
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manera indefinida con apoyo

magnitudes que observa de la situacion

de Geogebra. problema en relacion a las figuras
anteriores 'y que anote todos los
comentarios pertinentes.

Item# 3 Establecer elementos que Al estudiante se le proporciona en
involucran pensamiento Geogebra un cuadrado cuya diagonal
variacional, si se puede mide 2 unidades donde se dibuja una
continuar con la construccion espiral. Las distancias de los extremos de
de cada una los segmentos que los segmentos que componen la espiral al
componen la espiral, si el centro del cuadrado son 1, 1/2, 1/4,1/8...,
proceso de  construccién que continda de manera indefinida. El
continda de manera indefinida item solicita que anote todos los
con apoyo de Geogebra. comentarios pertinentes, si se puede

continuar con la construccion de las
espirales de manera indefinida.

Item#4 Encontrar elementos que Al estudiante se le facilita en Geogebra
involucran pensamiento un cuadrado cuya diagonal mide 2

variacional en el célculo del
valor de la longitud de cada
uno de los segmentos que
componen la espiral de esta
figuraen relacion a la figura 1,
si el proceso de construccion
continda de manera indefinida

con apoyo de Geogebra.

unidades donde se dibuja una espiral. Las
distancias de los extremos de los
segmentos que componen la espiral al
centro del cuadrado son 1, 1/2, 1/4,1/8...,
que continla de manera indefinida. El
item demanda que calcule el valor de la
longitud de la espiral, si el proceso de

construccién continda indefinidamente.

Fuente: Elaboracion propia
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3.7.8 Prueba Final

Objetivo general

Identificar en los estudiantes los conocimientos y concepciones que reflejan las producciones
estudiantiles al dar respuesta a las situaciones problema enfocadas en el pensamiento
variacional donde principalmente utilizaron la herramienta de la serie geométrica para

calcular diferentes valores con apoyo del software Geogebra.

Analizar los procesos que ayudan al acercamiento de conocimientos y concepciones previas
de pensamiento variacional con el primer nivel de analisis con que aporta el EOS,
considerando las respectivas categorias: lenguaje, situaciones problema, definiciones,
procedimientos, afirmaciones y argumentos desarrollados por los estudiantes en el contexto

de las actividades propuestas con apoyo del software Geogebra.

Descripcion General

La prueba disefiada fue construida sobre la tematica de las sesiones de trabajo que los
estudiantes desarrollaron desde la sesion uno hasta la seis. El objetivo de la prueba se oriento
a que los estudiantes develen habilidades cognitivas que les permiten resolver las diferentes
situaciones referentes a la serie geométrica. Con esta idea, se elabord un instrumento para
conocer las producciones en cuanto a elementos de pensamiento variacional que los
estudiantes interpreten y, a la vez, que describan o expresen mediante diversos tipos de

representacion.

La prueba final se conformd de doce items, todos ellos orientados al anélisis, resolucion y
construccidn de series geométricas. En este sentido se han construido los items de la prueba.
La primera de ellas incluye al item uno, que solicita a los estudiantes recordar la sesion de
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trabajo nimero uno, donde calcularon y contestaron las diferentes interrogantes de la sesion,
y que a continuacion respondan si serian capaces de sumar las areas de cada uno de los
cuadrados construidos, y si pueden sumar las areas de todos de los cuadrados construidos

atendiendo a ciertas caracteristicas particulares.

Por otra parte, el item dos solicita a los estudiantes recapitular la sesion de trabajo numero
dos, y se les pide que respondan si serian capaces de sumar las areas de cada uno de los
circulos concéntricos construidos, y si pueden sumar las areas de todos los circulos

concentricos construidos atendiendo a ciertas propiedades particulares.

Dentro de este marco, el item tres solicita a los estudiantes evocar la sesion de trabajo nimero
tres, donde contestaron las diferentes interrogantes. Se les solicita que respondan si serian
capaces de sumar las areas de cada uno de los semicirculos construidos y si pueden sumar
las areas de todos los semicirculos construidos. Asimismo, el item cuatro demanda a los
estudiantes si seria posible sumar todos los perimetros de las figuras construidas en los
instrumentos nimero uno, numero dos y nimero tres, asi como a cuanto equivale el valor en

cada uno de los instrumentos aplicados atendiendo a ciertas caracteristicas particulares.

De igual manera, el item cinco pide que los estudiantes observen algin patron en los
perimetros y areas de las figuras en los instrumentos nimero uno, dos y tres. No obstante, el
item seis pretende que el estudiante argumente sobre qué diferencias se pueden encontrar
entre el instrumento uno y en el instrumento dos, o en el instrumento dos y en el instrumento

3, 0 si hay algun patron parecido y cuales son sus similitudes.

Por otro lado, los items siete y ocho solicitan a los estudiantes recapitular las sesiones de
trabajo nUmero cuatro y cinco respectivamente, y se les pide que respondan si serian capaces

146



de sumar las areas de cada uno de los tridngulos equilateros, asi como las de los hexagonos
inscritos y que determinen a cuanto equivalen esos valores atendiendo a ciertas propiedades

particulares.

En cuanto al item nueve, se solicita a los estudiantes recordar la sesion de trabajo numero
seis, donde calcularon y contestaron las diferentes interrogantes de la sesion. Se les pide que
contesten si serian capaces de sumar las distancias de los extremos de los segmentos que
componen la espiral al centro del cuadrado que construyeron, asi como sumar las distancias
de los extremos de los segmentos de la espiral atendiendo a ciertas caracteristicas

particulares.

No obstante, el item diez le solicita a los estudiantes si es posible sumar todos los perimetros
de las figuras construidas en los instrumentos nimero cuatro, nimero cinco y nimero seis;
asi como a cuanto equivale el valor en cada uno de los instrumentos antes mencionados. Por
ultimo los items once y doce pretenden que el estudiante responda si observa algin patron en
los perimetros y areas de las figuras en los instrumentos nimero cuatro, cinco y seis, y que
argumenten qué diferencias se pueden encontrar entre los instrumentos antes mencionados,

si hay algun patron parecido y cuales son sus similitudes.

Objetivo y descripcion por item

Tabla 3.7.8 Objetivo y descripcion de los items de la prueba final

Prueba Final Objetivo Descripcion
ltem#1 Determinar elementos que Se le pregunta al estudiante si recuerda la
involucran pensamiento sesion de trabajo uno donde calculo y contesto

variacional en el céalculo de que, efectivamente la construccion se puede

sumas de series infinitas en hacer de manera indefinida. La consigna
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la sesion de trabajo uno y dar
todos los  comentarios
pertinentes con apoyo de

Geogebra.

consiste en que el alumno sea capaz de sumar
las areas de todos los cuadrados construidos en
la sesion de trabajo antes mencionado y dar
estime

todos los comentarios  que

convenientes.

Item #2

Encontrar elementos que

involucran pensamiento
variacional en el célculo de
las sumas de series infinitas
en la sesion de trabajo dos y
dar todos los comentarios
convenientes con apoyo de

Geogebra.

Se le pregunta al estudiante si recuerda la
sesion de trabajo dos donde calculé y
respondid que, efectivamente la construccion
se puede hacer de manera indefinida. La
consigna consiste en que el alumno sea capaz
los circulos

de sumar las &reas de todos

concéntricos construidos en la sesion de
trabajo antes descrito y dar todos los

comentarios que estime pertinentes.

item# 3

Determinar elementos que
involucran pensamiento
variacional en el célculo de
las sumas de series infinitas
en la sesién de trabajo tres y
dar todos los comentarios
pertinentes con apoyo de

Geogebra.

Se le consulta al estudiante si recuerda la
sesion de trabajo tres donde calculé y
respondio que, efectivamente la construccion
se puede hacer de manera indefinida. El item
consiste en que el alumno sea capaz de sumar
las areas de todos los semicirculos construidos
en la sesion de trabajo antes mencionado y dar
estime

todos los comentarios  que

convenientes.

item# 4

Encontrar elementos que

involucran pensamiento
variacional en el célculo de
la suma de todos los
perimetros de las figuras

construidas en las sesiones

El item consiste en que el estudiante sea capaz
de sumar las series infinitas formadas por los
perimetros de las figuras en las sesiones de
trabajo antes mencionado y dar todos los

comentarios que estime pertinentes.
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de trabajo uno, dos y tres con
apoyo de Geogebra.

Item#5

Encontrar elementos que

involucran pensamiento
variacional al determinar
algin  patron  en  los
perimetros y areas de las
figuras dadas en las sesiones

de trabajo uno, dos y tres.

El item consiste en que el estudiante sea capaz
de identificar algin patrén en los perimetros y
areas de las figuras dadas en las sesiones de
trabajo antes mencionadas y dar todos los

comentarios que estime convenientes.

item#6

Analizar elementos que

involucran pensamiento
variacional o  algunas
similitudes y diferencias
encontradas en las sesiones

de trabajo uno, dos y tres.

El item radica en que el estudiante sea capaz de
analizar algunas similitudes y deferencias
encontradas en las sesiones de trabajo antes
mencionadas y dar todos los comentarios que

estime convenientes.

Item#7

Determinar elementos que
involucran pensamiento
variacional en el célculo de
sumas de series infinitas en
la sesion de trabajo cuatro y
dar todos los comentarios
pertinentes con apoyo de

Geogebra.

Se le pregunta al estudiante si recuerda la
sesion de trabajo cuatro donde calculd y
contesto que efectivamente la construccion se
puede hacer de manera indefinida. La consigna
consiste en que el alumno sea capaz de sumar
las &reas de todos los triangulos equilateros
construidos en la sesién de trabajo antes
mencionado y dar todos los comentarios que

estime convenientes.

item# 8

Encontrar elementos que

involucran pensamiento
variacional en el calculo de
sumas de series infinitas en

la sesidn de cinco y dar todos

Se le pregunta al estudiante si recuerda la
sesion de trabajo cinco donde calculd y
respondio que efectivamente la construccion
se puede hacer de manera indefinida. La

consigna consiste en que el alumno sea capaz
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los comentarios pertinentes

con apoyo de Geogebra.

de sumar las éareas todos los hexagonos
inscritos construidos en la sesion de trabajo
antes descrita y dar todos los comentarios que

estime pertinentes.

item#9

Determinar elementos que
involucran pensamiento
variacional en el célculo de
sumas de series infinitas en
la sesion de trabajo seis y dar
todos los  comentarios

pertinentes con apoyo de

Se le consulta al estudiante si recuerda la
sesion de trabajo seis donde calculo y
respondio que efectivamente la construccion
se puede hacer de manera indefinida. El item
consiste en que el alumno sea capaz de sumar
las distancias de los extremos de los segmentos
de la espiral que construida en la sesién de
trabajo antes mencionado y dar todos los

comentarios que estime convenientes.

Item # 10

Geogebra.
Encontrar elementos que
involucran pensamiento

variacional en el célculo de
la suma todos los perimetros
de las figuras construidas en
las sesiones de trabajo

cuatro, cinco y seis.

El item consiste en que el estudiante sea capaz
de sumar las series infinitas formadas por los
perimetros de las figuras en las sesiones de
trabajo antes mencionado, y dar todos los

comentarios que estime pertinentes.

Item # 11

Encontrar elementos que

involucran pensamiento
variacional al determinar
algn  patron  en  los
perimetros y éareas de las
figuras dadas en las sesiones
de trabajo cuatro, cinco y

seis.

El item consiste en que el estudiante sea capaz
de observar algun patrén en los perimetros y
areas de las figuras dadas en las sesiones de
trabajo antes mencionadas y dar todos los

comentarios que estime convenientes.
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item # 12 Analizar elementos que Elitem radicaen que el estudiante sea capaz de

involucran pensamiento analizar algunas similitudes y deferencias

variacional o  algunas encontradas en las sesiones de trabajo antes

similitudes y diferencias mencionadas y dar todos los comentarios que

encontradas en las sesiones estime convenientes.
de trabajo cuatro, cinco y

seis.

Fuente: Elaboracion propia

4  Analisis de Resultados

4.1 Prueba diagndstica

La prueba disefiada (Ver anexo 2) fue construida sobre los argumentos que los estudiantes
que ingresan a Calculd 1l en la universidad después que han conocido ciertos temas en
matematicas especificas y han desarrollado habilidades cognitivas que les permiten enfrentar
diferentes situaciones, ya sean de caracter matematico o extra matematico. La prueba
diagnostica se conformo de cuatro items, en la cual se consideraron diferentes tipos de sumas
de series finitas e infinitas, niveles de dificultad y exigencias cognitivas, todo ello desde lo

curricular propio para estudiantes universitarios.

En cuanto a la construccion de items, el item uno tiene tres incisos y demanda que los
estudiantes sean capaces de sumar series finitas de nimeros enteros. La consigna consiste en
que los estudiantes sumen series finita de cuadrados, cubos perfectos y suma numeérica de
pares hasta un namero finito, con la particularidad de que los dos items mencionados estan

construido en registro aritmético (Duval, 2004a). El item dos tiene tres incisos, los que
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persiguen que los estudiantes puedan sumar series infinitas y estan construidos también en
registro aritmético (Duval, 2004a). Los items tres y cuatro solicitan que los estudiantes
determinen el &rea de las regiones sombreadas considerando las fracciones representadas en
la figuras del pastel y de los cuadrados inscritos, con la salvedad que los dos items

mencionados estan construidos en registro figural (Duval, 2004a).

Para valorar las producciones estudiantiles se elaboraron los indicadores o criterios de
Correcto (C) para los items que se resolvieron cumpliendo los objetivos antes sefialados en
la rdbrica 3.8.1; Parcialmente correcto (PC) para los items que no se resolvieron
completamente de acuerdo a esos objetivos; Indicios a conceptos e ideas Matematicas (ICM)
para los items en los que los estudiantes presentan ideas vagas, o indicios a conceptos
relacionados con los items y cumpliendo con los objetivos de la rubrica antes sefialada;
Incorrecto (IC) para los items que no cumplieron ninguno de los objetivos mencionados, y

No Contesto (NC) para los items dejados en blanco.

411 Item#1

Se proporcionan sumas de series finitas de cuadrados perfectos hasta el 400, y suma de series
finitas de cubos perfectos hasta el 729. El objetivo del item es que los estudiantes calculen la
suma de las series finitas de cuadrados y cubos de numeros enteros. Para ello, es necesario
que reconozcan patrones aritméticos (Vasco, 2006), siendo esta una estrategia que permite

desarrollar pensamiento variacional en regularidades aritméticas.

A continuacion se presenta la tabla 4.0.1 para evidenciar los resultados obtenidos por los
estudiantes de acuerdo a los indicadores que se mencionaron anteriormente para el item 1, de

la prueba diagnostica.
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Tabla 4.0. 1 Resultados del item 1 de la prueba diagnostica aplicada

Correcto Parcialmente Indicios a Incorrecto No
correcto conceptos e ideas Contesto

matematicas

Item# 1
a) 8 4 4 1 0
b) 2 2 2 6 5

Fuente: Elaboracion propia

Gréfica 1 Resultados del item 1 de la prueba diagnostica aplicada

Resultados del item 1 de la prueba diagodstica aplicada.
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Correcto Parcialmente correcto Indicios a conceptos e Incorrecto No Contesto
ideas Matematicas

Ha) mb)

Fuente: Elaboracion propia
Los resultados del grafico anterior reflejan que para el inciso a) ocho estudiantes de los

diecisiete desarrollaron el problema de manera correcta, es decir, que cumplieron los
153



objetivos planteados en las rubricas de evaluacion para este item. No obstante, cuatro
estudiantes desarrollaron el ejercicio de manera parcialmente correcta pero no llegaron a
terminar todo el ejercicio completo. Cuatro estudiantes presentaron ideas vagas o indicios a
conceptos correspondientes a la suma de series finitas cuadrados de ndmeros enteros y un

estudiante no desarrollé el ejercicio correctamente.

Para el inciso b) solamente dos estudiantes de los diecisiete desarrollaron el problema de
manera correcta ya que cumplieron los objetivos planteados en las rdbricas de evaluacion
para este items, igualmente dos estudiantes desarrollaron el ejercicio de manera parcialmente
correcta pero no llegaron a terminar todo el ejercicio completo. Dos estudiantes presentaron
ideas vagas o indicios a conceptos correspondientes a la suma de series finitas cuadrados de
nlmeros enteros; no obstante, seis estudiantes no desarrollaron el ejercicio correctamente y

cinco dejaron las respuestas no contesto.

Por tanto, se detectdé en las pruebas que la mayoria de estudiantes lograron calcular
correctamente las sumas finitas de cuadrados. Asimismo en las dificultades encontradas se
detectd que no logran calcular correctamente series de sumas finitas sobre todo de cubos.
Esto implica deficiencias en el reconocimiento de patrones (Vasco, 2006), lo que hace
referencia a que no alcanzaron los objetivos completamente segun lo establecido en las
rabricas, aungue dejaron evidencias de algunos célculos de las sumas finitas de cuadrados.
Las respuestas permiten conjeturar que los estudiantes no han desarrollado habilidades en
relacién a argumentar sus procedimientos, tal como lo sefialan (Baez, Martinez y Pérez,

2017) en relacion a obtener calculos numeéricos, sin dar una explicacion de los mismos.
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412 ltem#2

Se proporcionan sumas de series infinitas y la consigna consiste en que los estudiantes sumen
series geométricas infinitas. El objetivo del item es que los estudiantes calculen la suma de

series infinitas de nimeros racionales.

A continuacion se presenta la tabla 4.0.2 para evidenciar los resultados obtenidos por los
estudiantes de acuerdo a los indicadores que se mencionaron anteriormente para el item 2, de

la prueba diagnostica.

Tabla 4.0. 2 Resultados del item 2 de la prueba diagnostica aplicada

Correcto Parcialmente Indicios a Incorrecto No
correcto conceptos e ideas Contesto
matematicas

Item # 2
a) 0 3 11 0 3
b) 0 4 4 5 4
c) 0 3 6 3 5

Fuente: Elaboracién propia
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Gréfica 2 Resultados del item 2 de la prueba diagnostica aplicada

Resultados del item 2 de la prueba diagndstica aplicada
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Fuente: Elaboracion propia

Los resultados del grafico anterior evidencian que para el inciso a), ningun estudiante de los
diecisiete desarrollaron el problema de manera correcta, es decir, ninguno de ellos cumplié
con los objetivos planteados en las rubricas de evaluacion para este item; sin embargo tres
estudiantes desarrollaron el ejercicio de manera parcialmente correcta pero no llegaron a
terminar todo el ejercicio completo y dar la respuesta; asimismo once estudiantes, que son
mayoria, presentaron ideas vagas o indicios a conceptos correspondientes a la suma de series

infinitas de nUmeros racionales y tres estudiantes dejaron las respuestas sin contestar.

Dentro de este marco, para el inciso b) ningun estudiante de los diecisiete desarroll6 el
problema de manera correcta, ya que nadie cumplié con los objetivos para este item; no
obstante, cuatro estudiantes desarrollaron el ejercicio de manera parcialmente correcta, pero
no llegaron a terminar todo el ejercicio completo. Cuatro estudiantes presentaron ideas vagas
o indicios a conceptos correspondientes a la suma de series infinitas de nimeros racionales;
por otra parte, cinco estudiantes no desarrollaron el ejercicio correctamente y cuatro dejaron

las respuestas sin contestar.
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En el inciso c) al igual que en los otros incisos, ningln estudiante de los diecisiete hicieron
el problema de manera correcta, ya que nadie cumplié con los objetivos para este item
planteados en las rubricas de evaluacion; no obstante, tres estudiantes desarrollaron el
ejercicio de manera parcialmente correcta, pero no llegaron a terminar todo lo que se les
solicito en el problema. Seis estudiantes que son mayoria, presentaron ideas vagas o indicios
a conceptos correspondientes a la suma de series infinitas; no asi, tres estudiantes no

desarrollaron el ejercicio correctamente y cinco dejaron las respuestas sin contestar.

Los resultados de estos items reflejan que los estudiantes en su mayoria respondieron de
manera incorrecta, no contestaron o respondieron parcialmente sin llegar a las respuestas
correctas de los problemas planteados. Estos tres indicadores sefialados denotan que los
estudiantes mostraron dificultades para responder las consignas respecto a calcular sumas
infinitas de niumeros racionales. Ello implica la dificultad de reconocimiento de patrones, una

actividad necesaria para el desarrollo del pensamiento variacional (Vasco, 2006).

Se evidencia que ningln estudiante de los diecisiete pudo resolver los tres incisos
correctamente. Al respecto, los estudiantes en su mayoria, tienen concepciones confusas
asociadas a las estrategias para poder calcular sumas infinitas a pesar de realizar algunos
calculos aritméticos coherentes. Esto contempla que los estudiantes se ubican en el nivel uno

de desarrollo de pensamiento variacional mostrado en la figura 5.

413 Item#3

Se proporciona una figura de un pastel, lo que se quiere es comer primero la mitad del pastel,
luego comer la mitad de lo que reste, luego comer otra vez la mitad de lo que reste, y este

proceso se repetira de manera indefinida. La consigna consiste en que los estudiantes sumen
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series infinitas considerando las fracciones representadas en las figura del pastel. El objetivo
del item es que los estudiantes calculen la suma de series infinitas considerando las fracciones

representadas en la figura del pastel.

A continuacion se presenta la tabla 4.0.3, para evidenciar los resultados obtenidos por los
estudiantes de acuerdo a los indicadores que se mencionaron anteriormente, para el item (3),

de la prueba diagnostica.

Tabla 4.0. 3 Resultados del item 3 de la prueba diagnéstica aplicada

Correcto Parcialmente Indicios a Incorrecto No
correcto conceptos e ideas Contesto
matematicas

item#3
a) 0 5 9 3 0
Porcentaje (%) 0 29 53 18 0

Fuente: Elaboracion propia

Gréfica 3 Resultados del item 3 de la prueba diagndstica aplicada

Resultados del item 3 de la prueba diagndstica aplicada.
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Fuente: Elaboracion propia

Los resultados del grafico anterior reflejan que ningln estudiante de los diecisiete desarrolld
el problema de manera correcta, ya que nadie cumplié con los objetivos previstos para este
item; no obstante, cinco estudiantes desarrollaron el ejercicio de manera parcialmente
correcta, pero no llegaron a terminar todo el ejercicio completo. Nueve estudiantes que son
mayoria, presentaron ideas vagas o indicios a conceptos correspondientes al calculo de suma
infinita considerando las fracciones representadas en las figura del pastel; por Gltimo, tres

estudiantes no desarrollaron el ejercicio correctamente.

Los resultados anteriores revelan que gran parte de los estudiantes presentan dificultades y
cometen errores al plantear sus calculos y tratar de encontrar la suma correcta en la suma de
la serie infinita presentada en el problema, esto se evidencid en la mayoria de las respuestas
de los estudiantes, lo que conlleva al desconocimiento de patrones en sumas infinitas que
Sierpinska (1985) le denomino “Horror Infiniti”. Los resultados mostrados en la tabla reflejan
que solo un pequefio porcentaje de los estudiantes que se les aplicé la prueba diagnostica
pudieron resolver de manera parcialmente correcta los elementos solicitados en la consigna

planteada.

414 Ttem#4

Se proporciona una figura de un cuadrado de 16 pulgadas de longitud. Luego un nuevo
cuadrado se forma uniendo los puntos medios de los lados del cuadrado original y dos de los
triangulos fuera del segundo cuadrado estan sombreados. Este proceso se repite de manera
indefinida. La consigna consiste en que los estudiantes determinen el area de las regiones

sombreadas considerando las fracciones representadas en la figura de los cuadrados inscritos.
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El objetivo del item es que los estudiantes calculen la suma de series infinitas considerando

las area de las regiones sombreadas representadas en las figura de los cuadrados inscritos.

A continuacion se presenta la tabla 4.0.4 para evidenciar los resultados obtenidos por los
estudiantes de acuerdo a los indicadores que se mencionaron anteriormente para el item 4 de

la prueba diagndstica.

Tabla 4.0. 4 Resultados del item 4 de la prueba diagnéstica aplicada

Correcto Parcialmente Indicios a Incorrecto No
correcto conceptos e ideas Contest6

matematicas

item# 4
a) 0 9 1 0 7
Porcentaje (%) 0 53 6 0 41

Fuente: Elaboracion propia

Gréfica 4 Resultados del item 4 de la prueba diagndstica aplicada

Resultados del items 4 de la prueba diagndstica aplicada
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Fuente: Elaboracién propia
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Los resultados del grafico anterior evidencian que ningun estudiante de los diecisiete
desarroll6 el problema de manera correcta, ya que nadie cumplio con los objetivos previstos
para este item; no obstante, nueve estudiantes, que son mayoria, desarrollaron este problema
de manera parcialmente correcta, pero no llegaron a terminar todo el ejercicio
completamente. Un estudiante presentd ideas vagas o indicios a conceptos correspondientes
a determinar el area de las regiones sombreadas considerando las fracciones representadas

en la consigna. Siete estudiantes no desarrollaron o no contestaron el problema planteado.

Por tanto, los resultados presentados de la prueba diagnostica aplicada a los estudiantes de
Ingenieria de CEUTEC-UNITEC La Ceiba evidencian las posibles dificultades en la
resolucion de cada una de las tareas propuestas, que involucren sumas infinitas Sierpinska
(1985) de series geométricas y se puede observar en el desarrollo de las consignas por parte
de los estudiantes donde se perciben errores de tipo aritmético y de comprension al resolver
problemas (Vrancken, Engler, Gregorini, Miller, Hecklein, y Henzenn 2008). Estos
pertenecen a estdndares de aprendizaje que deberian ser desarrollados en afios de la
escolaridad. Por tanto, esto evidencia una debilidad en los conocimientos previos que los
estudiantes deberian poseer. Al no contar con los conocimientos adecuados esta falencia tiene

repercusion en los afios posteriores.

Es asi que se corroboran las dificultades que reporta investigaciones como la de Barrera
(2006) donde conjetura que hay evidencias que existen dificultades en el aprendizaje y
resolucion de las mateméticas cuando se les presenta una situacion problematica al
estudiante, ya que sefiala que en su mayoria los estudiantes no disponen de los niveles de

razonamientos necesarios y suficientes para entender dichos contenidos. Por esta razon,
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como afirma Villa (2010), las ideas geométricas son Utiles para representar y resolver
problemas en otras areas de la matematicas y en situaciones del mundo real, con las cuales
se deben implementar nuevas metodologias en la ensefianza aprendizaje de las matematicas

haciendo uso de la tecnologia.

Por tanto se puede ubicar globalmente a los estudiantes en un nivel uno como lo muestra la
figura 5, ya que no han desarrollado habilidades (Baez, Martinez y Pérez, 2017) en relacion
a obtener calculos numéricos correctos, y segun los resultados en general, los estudiantes en
un 8.42% contestaron las respuestas correctas, un 25.42% contestaron las respuestas

parcialmente correctas, un 31.28 con ciertos indicios, un 14.85% incorrecto.

4.2 Sesiones de Trabajo

Este apartado compila y condensa los resultados de la informacién obtenida durante la
investigacion utilizando diferentes técnicas para el analisis e interpretacion de la informacion
obtenida de los datos tomados a lo largo del proceso de esta investigacién. Es asi que el
siguiente apartado alude al anélisis de actividades implementadas durante la investigacién
(sesiones de trabajo, prueba final) mediante el analisis sistémico desde un primer nivel de
analisis que nos proporciona el EOS. Para conocer un poco sobre este enfoque, se sefialan

los siguientes aspectos principales.

Este primer nivel, sistemas de précticas y objetos matematicos (previos y emergentes)
= Se aplica, sobre todo, a la planificacion y a la implementacion de un proceso de
estudio y pretende estudiar las practicas matematicas planificadas y realizadas en

dicho proceso.
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= Permite descomponer el proceso de estudio en una secuencia de episodios y, para
cada uno de ellos, describir las précticas realizadas siguiendo su curso temporal.
(Godino, Font y Wilhelm, 2008:29).

Cada objeto matematico primario que interviene en las préacticas, se describe como:

» Lenguaje (términos, expresiones, notaciones, graficos) en sus diversos registros
(escrito, oral, gestual, etc.).

= Situaciones-problemas (aplicaciones extra-matematicas, ejercicios).

= Conceptos- definicion (introducidos mediante definiciones o descripciones: recta,
punto, nimero, media, funcion).

= Proposiciones (enunciados sobre conceptos).

= Procedimientos (algoritmos, operaciones, técnicas de célculo).

= Argumentos (enunciados usados para validar o explicar las proposiciones y

procedimientos deductivos o de otro tipo) (Godino, Batanero y Font, 2012).

En el trabajo de tesis doctoral de Mendoza (2016) y en el articulo de pensamiento variacional
emergente realizado por Cabezas y Mendoza (2016), hacen uso de un primer nivel de analisis
que propuso Godino y colaboradores (Godino y Batanero, 1994; Godino, J. D. 2000; Godino,
J. D. 2002; Font, Godino y Gallardo, 2013) en el enfoque ontosemidtico, pero afiaden un
nuevo elemento para profundizar en ese analisis. Cabezas y Mendoza (2016) presentan estos

objetos y procesos primarios como fases y las describen como se muestra a continuacion.

Etapas de analisis didactico del EOS:

= Etapal - Seresponde a las preguntas basicas.
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Etapa 2 - Producciones de algunos estudiantes cuyas respuestas son representativas
del grupo.

Etapa 3 - Lenguaje usado por los estudiantes en el desarrollo de la actividad. Esto es
una manera de visibilizar lo expresado por los estudiantes a traves de representaciones
(Duval, 2004a). Ademas a través de esta fase el lenguaje o cddigo variacional
(Caballero y Cantoral, 2013) se muestran.

Etapa 4 - Situaciones problema emergentes. Esta etapa se ubica en los procesos
generales involucrados en el pensamiento matemético que alude el curriculo
colombiano el cual reposa en 5 pensamientos (numérico, métrico, espacial, aleatorio,
variacional), en 4 procesos generales (Formular, plantear, transformar y resolver
problemas; utilizar diferentes registros de representacion; utilizar la argumentacion;
dominar procedimientos y algoritmos matematicos) (MEN, 2006). También las
situaciones variacionales que proponen Caballero y Cantoral (2013) se ubican en esta
etapa.

Etapa 5 - Afirmaciones que realizan los estudiantes en el desarrollo de la actividad.

Esta etapa esta vinculada a los registros de representacion propuesta por Duval (1999)
y a los codigos variacionales que alude Caballero y Cantoral (2013) como uno de los
elementos del pensamiento variacional.

Etapa 5b - Argumentos que realizan los estudiantes en el desarrollo de la actividad.

Esta fase esta construida y fundamentada en los momentos o indicadores de
pensamiento variacional que expone Vasco (2003,2006) cuando hace referencia a lo

que permanece fijo, a lo que varia, y a la cuantificacion de como varia. De igual
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manera los argumentos variacionales propuestos en la corriente socioepistemologica.
También la mirada de los registros de representacion se vincula a esta fase.
= Etapa 6 - Concepciones de los estudiantes y los procedimientos que usan.

Al interior de esta ultima etapa se encuentran ubicadas las diferentes estrategias
variacionales (Caballero y Cantoral, 2013) que constituye un elemento de
pensamiento variacioal. De igual manera se visibilizan las acciones de visualizacion
que realizan los estudiantes al utilizar el software Geogebra como una herramienta de
visualizacion (Villay Ruiz, 2010). En esta etapa 6 las acciones al interior de un mismo
registro o de un registro sobre otro, se ponen en escena tal como lo manifesté Duval

(2004a).

En este trabajo de investigacion se siguid el orden de los objetos primarios presentados y se
hace uso del aporte que Cabezas y Mendoza (2016) han realizado porque se considera que es

de gran importancia dada la naturaleza de nuestro estudio.

4.2.1 Sesion de trabajo # 1

La presente sesion de trabajo (Ver anexo 3) muestra una figura construida con el apoyo de
Geogebra classic 5. Estd formada por una sucesion de cuadrados construidos, cada uno, en
el interior del precedente tomando como Vértices los puntos medios de sus lados, tal como se
ilustra en la fig. 14- 1. La Sesion uno consta de cuatro niveles: en el nivel uno hay tres items,
en el nivel dos hay cinco, en el nivel tres hay cinco y en el nivel cuatro hay seis items. En
general estan focalizados en el tema de poligonos, especificamente en la de cuadrados, y se

supone que el lado del primer cuadrado mide L de lado.

165



Figura 14- 1 Cuadrados inscritos
Fuente: Elaboracion propia

Anélisis Ontosemiotico

A continuacidn se presenta un analisis de los elementos considerando los elementos del EOS:
lenguaje, situaciones problema, definiciones, procedimientos, afirmaciones y argumentos,
desarrollados por los estudiantes en el contexto de las actividades propuestas en la ejecucién
del curso y analizadas en este trabajo, que se espera sean activados en la solucién de la tarea
propuesta.

Fase 1: Se responde a las preguntas

¢ Qué situaciones y préacticas realizan los estudiantes en el proceso de los trabajos analizados?
¢Cdémo se secuencian o se relacionan? La actividad se presenta en un registro figural que
muestra sucesion de cuadrados construidos, cada uno en el interior del precedente, tomando
como veértices los puntos medios de sus lados. La actividad plantea que los cuadrados se

construyen de manera indefinida atendiendo a ese patron.

La consigna se compone de ocho partes: 1) Inicialmente qué figura observas, 2) qué

caracteristicas podrias sefialar de esta figura, 3) haga todos los comentarios que considere
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pertinentes si la construccidn de n figuras inscritas podria realizarse de manera indefinida, 4)
si la construccién es posible, como es la longitud de la primera, segunda, tercera, cuarta y
enésima figura inscrita, 5) comente de sus perimetros y sus posibles cambios, 6) afirme
respecto a sus areas, 7) haga un listado de los longitudes, perimetros y areas de las figuras
construidas, 8) muestre las relaciones encontradas entre los elementos antes mencionados de

las figuras construidas.

La situacion problema trata de analizar si en el desenvolvimiento de la misma, los estudiantes
evidencian alguna forma de pensamiento variacional sin que esta sea inducida en el

enunciado de la tarea.

Las respuestas a las situaciones planteadas requieren la explicacion del proceso de
construccion con ayuda visual de Geogebra y exigen el uso de procedimientos y pertenencia
en los procesos de célculo propios de lo aritmético, geométrico y algebraico, ademas de la
utilizacion de habilidades cognitivas como visualizar, argumentar, representar y comunicar,
entre otras. El uso de estas habilidades y el dominio del calculo permite generar modelos
matematicos de la situacion problema en diferentes registros de representacion (lenguaje

escrito, graficos, algebraicos, tablas u otros).

Descripcion de las notaciones

G= Grupo de trabajo, N= Nivel de la sesion de trabajo.

Ejemplo: G1N1= Grupo 1 Nivel 1

Fase 2: Producciones de los grupos de trabajo, cuyas respuestas son caracteristicos y

representativos

G3N1: Observamos que es un cuadrado.
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G3NL1: Cada uno de sus lados tiene la misma magnitud, y es una figura geomeétrica.

G3N1: Pensamos que podriamos sacar magnitudes con el teorema de Pitagoras pero no

tenemos una diagonal.

G1N1: Toda la figura mide lo mismo, es un cuadrado.

G4N2: El area del cuadrado interno es la mitad del cuadrado externo y asi sucesivamente.
G1IN2:

Figura 14- 2 Afirmaciones mediante registro de lenguaje natural de grupo uno en el nivel dos

cambiado estas?
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Fuente: Con base a los desarrollos mostrados por los estudiantes

G1N2: Se forma un cuadrado dentro de otro cuadrado.

G1N2: Las medidas de la figura inscrita son la mitad de la primera figura.

G3N2: Su éarea es menor respecto a la figura inicial. Mediante Pitagoras obtuvimos la
magnitud del segundo cuadrado y para obtener su area elevamos su lado al cuadrado y la

respuesta es un medio de L*”.
G1N2: “Su lado es menor que la primera figura.

Figura 14- 3 Calculo del valor de la hipotenusa obtenida por grupo uno en el nivel dos

VUlurdy 2\ A0~ o f‘*"")(*! Yemrys AL

L\:m

Fuente: Con base a los desarrollos mostrados por los estudiantes
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G1N2: A=area de la primer figura, A, =area de la segunda figura .

2
A=L°, A= [% LJ = L? su area es mas pequefa que la primera figura.

G4N3: Cada vez que se construye una nueva figura, se reduce el tamafio, y entre mas

cuadrados, se ve una profundidad.

G4N3: El valor de la longitud del lado de la tercera figura es de 1/2L el cual se obtuvo usando

la férmula de Pitagoras.
G4N3: Con la observacion de los datos anteriores se demuestra que el valor del perimetro ha

ido cambiando; P, =4L, P,=2y2L, P,=2L .

G2N3: Si, por que se va reduciendo la medida de las figuras mediante se agrega una figura

dentro de otra.

GINS3: El tercer cuadrado inscrito es mas pequefio que el segundo cuadrado inscrito, y el

segundo es mas pequefio que el primer cuadrado.
GIN3: Se aprecian tres cuadrados uno dentro de otro.

GIN3: El cuadrado original es mas grande en su area y perimetro respecto a los cuadrados

inscritos.

G3N3: Observamos un fractal porque tenemos la misma figura solo que a diferentes escalas,

también va formando mas triangulos reducidos.

G3N3: Si, podemos precisar las magnitudes del 3 cuadrado conociendo las magnitudes del
2do, sabiendo que estas magnitudes se reduciran.
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GIN3: Sea P, = perimetro de la tercer figura entonces P, = %+%+%+% =2L,eél
perimetro si se ha modificado respecto a la segunda figura ya que es menor.

G4N4: Si se puede porque existe un patrén de construcciéon de nueva figura que indica que

esto se va reduciendo a la mitad del tamafio de su area.

2
G4N4: La longitud del lado de la primera seria L, la segunda es ) L, laterceraes % Lyla

2 n
cuarta es % L,... obtenemos un patrén P = [%J L.

G4N4:
Figura 14- 4 Afirmaciones de la actividad mediante registro verbal presentada por grupo cuatro

en el nivel cuatro

4:Q drias afirmar respecto a sus areas? —
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Fuente: Con base a los desarrollos mostrados por los estudiantes
G4N4: La primera area L?, la segunda es % L?, la tercera seria % L*, y la cuarta. Observamos

que el tamafio de la nueva figura es la mitad del tamafio de la figura anterior.

G4N4: Entre mas figuras aparecen mas se reduce. En el perimetro podemos ver que hay
relacién entre la figura 1 y la figura 2 ya que es la mitad y cada relacion entre la figura3 y la

cuarta ya que también se va reduciendo.

G1N4: Si por que el proceso de construccion va a seguir indefinidamente. Siempre el
cuadrado de adentro va a ser mas pequefio que el cuadrado de afuera, y los cuadrados
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interiores se van construyendo en los puntos medios de los lados de los cuadrados exteriores,

y seran la mitad del anterior las medidas de sus areas.

G2N4: Si se puede realizar por que existe una secuencia de patrones mediante una formula.

G2N4: Sus areas van cambiando mediante se va insertando dentro de otra figura.

G4N4:
Figura 14- 5 Magnitudes de cuadrados obtenidos por grupo cuatro en el nivel cuatro
5 £Elabora‘un I;;tado de los longitudes, perimetros y %eas f!e Ia: hg;tas Conﬂnitunr T
' L rnp
[NZEiquta | LOn3itus rrrHLr e
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Fuente: Con base a los desarrollos mostrados por los estudiantes

G3N4: Si podria realizarse porque existe un patron que mediante la formula tiende a infinito.

G3N4: Sus éreas se van reduciendo a medida se van agregando mas figuras.

G1N4: El lado de cada cuadrado inscrito es mas pequefio que el del cuadrado anterior, el

perimetro de cada cuadrado es mas de la mitad del lado del cuadrado anterior, y el area de

cada cuadrado es la mitad del anterior.
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Figura 14- 6 Descomposicién del cuadrado en triangulos y articulacion entre registros geomeétrico y
aritmético presentada por grupo uno en el nivel cuatro
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Fuente: Con base a los desarrollos mostrados por los estudiantes

G1N4: Por tanto sus areas van decreciendo a medida de van inscribiendo mas cuadrados.

Etapa 3: Lenguaje utilizado en el desarrollo de las sesiones de trabajo

= Lenguaje previo:

Términos y expresiones usadas para aludir los conceptos, propiedades y procedimientos
intervinientes: Sucesioén, cuadrados, poligono regular, longitud, medida, construccion, lado,

series, puntos medios, areas, figura inscrita, perimetro.

= Lenguaje emergente:
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Términos y expresiones usadas para aludir a los conceptos, propiedades que surgen durante
el desarrollo de la practica: cuadrado interno, fractal, pequefio, reduciendo, patron, infinito,
triangulos reducidos, teorema, insertando (dentro de otra figura), diagonal, figura geomeétrica,
patrones, construccion (de n figuras inscritas), mitad, secuencia (de patrones mediante una
férmula), medida, datos, formula, profundidad, externo, decreciendo, indefinidamente. Se
observa en algunas de las palabras expresadas por los estudiantes una vinculacién con el
lenguaje variacional. De igual forma esta manera de expresar que utilizan los estudiantes

aluden a los cddigos variacionales que se ha mencionado.
Fase 4: Situaciones de problemas emergentes

Los estudiantes se circunscribieron a realizar lo solicitado en la consigna. En sus desarrollos
no aparece un problema nuevo que ellos hayan creado. Podria considerarse que un proceso
general al pensamiento matematico como lo es el proceso (formular, plantear, transformar y

resolver problemas) no se evidencia ni se propone una nueva situacion variacional.

Fase 5:
a) Afirmaciones en el desarrollo de las sesiones de trabajo

El &rea del cuadrado interno es la mitad del cuadrado externo y asi sucesivamente.

Cada vez que se construye una nueva figura, se reduce el tamafio, y entre méas cuadrados, se

ve una profundidad.

Con la observacion de los datos anteriores se demuestra que el valor del perimetro ha ido

cambiando; P, =4L, P, =22L, P,=2L .
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Si se puede porque existe un patron de construccion de nueva figura que indica que esto se

va reduciendo a la mitad del tamafio de su area.

Se forma un cuadrado dentro de otro cuadrado.

Su lado es menor que la primera figura.

2
La longitud del lado de la primera seria L, la segunda es —— L, la tercera es % L y la cuarta

2

4

ﬁ]”L.

es — L,... obtenemos un patréon P = (7

La primera area L?, la segunda es %LZ , la tercera seria %Lz, y la cuarta. Observamos que el

tamafio de la nueva figura es la mitad del tamafio de la figura anterior.

Entre més figuras aparecen, mas se reduce. En el perimetro podemos ver que hay relacion
entre la figura 1 y la figura 2 ya que es la mitad y cada relacion entre la figura 3 y la cuarta

ya que también se va reduciendo.

El lado de cada cuadrado inscrito es mas pequefio que el del cuadrado anterior, el perimetro
de cada cuadrado es mas de la mitad del lado del cuadrado anterior, y el &rea de cada cuadrado

es la mitad del anterior.
Si se puede realizar por que existe una secuencia de patrones mediante una férmula.
Sus areas van cambiando mediante se va insertando dentro de otra figura.

Su area es menor respecto a la figura inicial. Mediante Pitdgoras obtuvimos la magnitud del
segundo cuadrado y para obtener su area elevamos su lado al cuadrado y la respuesta es un

medio de L?.
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Si porque el proceso de construccion va a seguir indefinidamente. Siempre el cuadrado de
adentro va a ser mas pequefio que el cuadrado de afuera, y los cuadrados interiores se van
construyendo en los puntos medios de los lados de los cuadrados exteriores, y seran la mitad

del anterior las medidas de sus areas.

Observamos un fractal porque tenemos la misma figura solo que a diferentes escalas, también

va formando mas triangulos reducidos.
Si podria realizarse porque existe un patron que mediante la formula tiende a infinito.

Por tanto de las afirmaciones anteriores que develan ciertos elementos vinculados al
pensamiento variacional: reconocimiento de patrones, momentos de pensamiento,
variaciones , utilizacion de registros, actividades al interior de un registro, conversion entre
registros, codigos variacionales, estrategias variacionales, procesos generales vinculados al
pensamiento matematico, nocién del infinito, identificacion de objetos matematicos

(poligonos, cuadrados, sucesiones, dimensiones) empleo de algoritmos.

b) Argumentos en el desarrollo de las sesiones de trabajo
Visual-deductivo, referido por la observacion de la figura propuesta y la deduccion de las

propiedades y caracteristicas variacionales:

Si se puede porque existe un patron de construccion de nueva figura que indica que esto se

. . ~ . . . 1
va reduciendo a la mitad del tamafio de su area. La primera area L?, la segunda es ELZ, la

tercera seria %LZ, y la cuarta. Observamos que el tamafio de la nueva figura es la mitad del
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tamario de la figura anterior. Sus &reas van cambiando mediante se va insertando dentro de

otra figura (...), también se va formando mas triangulos reducidos.

Los estudiantes utilizan argumentos geométricos: EIl &rea del cuadrado interno es la mitad
del cuadrado externo y asi sucesivamente. Entre mas figuras aparecen mas se reduce. (...) y

entre mas cuadrados, se ve una profundidad.

Los estudiantes argumentan que la figura es un fractal por que el proceso de construccion de

cuadrados inscritos es indefinidamente.’

Algunos estudiantes hacen relacion del registro algebraico con la representacion geométrica

cuando utilizan el calculo de lados y areas y al hacer calculos via Teorema de Pitagoras:

Argumentan que mediante el Teorema de Pitdgoras van obtenido la magnitud del lado de
cada cuadrado que se va inscribiendo, y asi calcular el area de cada cuadrado que se va

formando en la construccion.

Por tanto de los argumentos anteriores se visibilizan las estrategias variacionales (Caballero
y Cantoral, 2013) especificamente el de comparacion, por ejemplo cuando hacen referencia
al comportamiento del area en su disminucion respecto al area del cuadrado anterior. Por otro
lado, los codigos variacionales en esta situacion se expresan de manera verbal o lenguaje

natural, y en algunos casos mediante un registro algebraico.

Etapa 6: Concepciones y procedimientos en el desarrollo de las sesiones de trabajo
Previas:
En relacion a los objetos matematicos involucrados en el planteamiento de las sesiones de

trabajo, tales como cuadrado, sucesién, construccién (de una figura), lado, perimetro,
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medida, longitud, &reas, figura inscrita, los estudiantes tienen una buena comprension de

ellos; y les permite abordar la sesion sin dificultades.

Emergentes

Fractal:

Los estudiantes tienen concepciones vagas sobre este objeto. No obstante, la aprehension
viene de lo que explicitan como construccion indefinida (de las figuras presentadas en la
sesion de trabajo y que tiene vinculo con la nocion de construccion infinita), la cual proviene
de objetos matematicos producto de procesos infinitos, que son producidos por
construcciones formadas por sucesiones infinitas sin que quede clara la concepcion que

tienen del mismo.

La mayoria de estudiantes muestran que comprendieron los procedimientos de construccion
MEN (2006), ya que explicitaron que siempre existe un patron de construccion de una nueva
figura que indica que su magnitud (area) se reduce a la mitad con cada construccion. En el

mismo orden de ideas los estudiantes atestiguan que la construccion de cuadrados es infinito.

Algunos grupos de estudiantes hicieron calculos y encontraron patrones en las longitudes de
los cuadrados inscritos. EI grupo G4N4 se percataron de la existencia de los primeros cuatro
términos de un patrén aritmético y logrando establecer una férmula algebraica general

acercandose a una relacion funcional del lado, para cualquier cuadrado inscrito en términos

&Y

delado n=| — | L.
2
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Los estudiantes utilizaron con cierta propiedad el empleo de geometria plana que involucra
las propiedades de paralelogramos, haciendo uso de articulaciones entre el registro algebraico

y el referente geométrico.

Los estudiantes usan como medio el software Geogebra para realizar procesos de
visualizacion (Villa y Ruiz (2010), donde tal empleo visibiliza o complementa un

acercamiento a una construccién geomeétrica.

Con base al anélisis de cada una de las etapas del EOS con su respectiva articulacion de los
elementos del marco tedrico que incluyen pensamiento variacional (definicion operacional,
desarrollo de pensamiento variacional, procesos generales vinculados al pensamiento
matematico, elementos del pensamiento variacional, indicadores del pensamiento
variaiconal, entre otros). Todos ellos relacionados con los registros de representacion como
una manera de visibilizar el accionar de los estudiantes mediante representaciones o cédigos
variacionales ligados a procesos de reflexién y visualizacion que el software Geogebra
permite desarrollar. La visualizacidn fue vital durante toda la sesion, puesto que al construir
de manera gréfica varias veces esto les permitié observar con mayor detalle el tamafio, las
caracteristicas de cada cuadrado construido y de este modo deducir y comparar las areas de

los mismos.

De lo anterior, se afirmar que los estudiantes se ubican en el nivel dos de los niveles del
desempefio de los estudiantes en relacion al desarrollo del pensamiento variacional de (Béaez
et al., 2017) ya que los estudiantes establecen relaciones entre los diferentes elementos que

distinguen la variacién, relacionan propiedades y reglas siguiendo argumentos deductivos
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informales, reflexionan matematicamente y usan el lenguaje matematico para argumentar la

solucidén de problemas sin llegar a formalizar la definicion de serie geométrica.

4.2.3 Sesion de trabajo # 2

La presente sesion de trabajo (Ver anexo 3) muestra una figura construida con el apoyo de
Geogebra classic 5. La actividad estad formada por una sucesion de circulos concéntricos en
registro geometrico. El circulo de mayor tamafio tiene radio “r”, a su vez, el siguiente circulo
tiene la mitad de radio que el circulo anterior, se continda con un tercer circulo con la mitad
del radio del segundo circulo y se continda el proceso de manera indefinida, tal como se
ilustra en la fig. 14- 7. La sesion dos consta de cuatro niveles: en el nivel uno hay tres items,
en el nivel dos hay cinco, en el nivel tres hay cinco y en el nivel cuatro hay seis items. En
general estan focalizados en el tema de poligono, especificamente en la de circulo y se supone

que el radio del primer circulo mide r de lado.

Figura 14- 7 Circulos concéntricos

Fuente: Elaboracion propia
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Andlisis Ontosemidtico

A continuacion se presenta un analisis de los elementos considerando los elementos del EOS:
lenguaje, situaciones problema, definiciones, procedimientos, afirmaciones y argumentos,
desarrollados por los estudiantes en el contexto de las actividades propuestas en la ejecucion
del curso y analizadas en este trabajo, que se espera sean activados en la solucién de la tarea

propuesta.

Fase 1: Se responde a las preguntas
¢ Qué situaciones y préacticas realizan los estudiantes en el proceso de los trabajos analizados?
¢Como se secuencian o se relacionan? La actividad se presenta en un registro figura que

muestra sucesion de circulos concéntricos construidos, donde sobre un circulo de radio r, se

dibuja otro circulo concéntrico de radio % , y después otro circulo concéntrico a los anteriores

de radio r/4 y asi sucesivamente. La actividad plantea que los circulos concéntricos se

construyen de manera indefinida atendiendo a ese patron.

La consigna se compone de ocho partes: 1) Inicialmente que figura observas, 2) que
caracteristicas podrias sefialar de esta figura, 3) haga todos los comentarios que considere
pertinentes, si la construccion de n circunferencias concéntricas podria realizarse de manera
indefinida , 4) si la construccién es posible, como es la longitud del radio de la primera,
segunda, tercera, cuarta y enésima circunferencia concéntrica 5) comente de sus perimetros,
y sus posibles cambios, 6) argumente respecto a sus areas, 7) haga un listado de los radios,
perimetros y areas de las circunferencias construidas, 8) muestre las relaciones encontradas
entre los elementos antes mencionados de las circunferencias concéntricas construidas.
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La situacion problema trata de analizar si en el desarrollo de la misma, los estudiantes
evidencian alguna forma de pensamiento variacional sin que esta sea inducida en el

enunciado de la tarea.

Las respuestas a las situaciones planteadas requieren la explicacion del proceso de
construccidn con ayuda visual de Geogebra, y exigen el uso de procedimientos y pertenencia
en los procesos de calculo propios de lo aritmético, geométrico y algebraico, ademas de la
utilizacion de habilidades cognitivas como visualizar, argumentar, representar y comunicar
entre otras. El uso de estas habilidades y el dominio del calculo permite generar modelos
matematicos de la situacion problema en diferentes registros de representacion (lenguaje

escrito, graficos, algebraicos, tablas u otros).

Descripcion de las notaciones
G= Grupo de trabajo, N= Nivel de la sesion de trabajo.
Ejemplo: G1N1= Grupo 1 Nivel 1

Fase 2: Producciones de los grupos de trabajo, cuyas respuestas son caracteristicos y

representativos
G2N1: Una figura Geométrica.

G1N1: Una figura geométrica, que estd compuesta por una curva, que esta a la misma

distancia de un punto que se llama centro.

G1N2: El circulo mayor tiene radio r; el circulo interno tiene la mitad de radio que el

circulo anterior.

G1IN2:
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Figura 14- 8 Magnitudes obtenidas de las circunferencias y afirmaciones mediante registro verbal

presentada por grupo uno en el nivel dos
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Fuente: Con base a los desarrollos mostrados por los estudiantes

G4N2: Podemos apreciar circulos dentro de otros circulos lo cual provoca un ciclo infinito

de circulos y gque se van reduciendo, dandole una especie de profundidad a la figura.

Figura 14- 9 Afirmaciones mediante registro de lenguaje natural de grupo cuatro en el nivel dos
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Fuente: Con base a los desarrollos mostrados por los estudiantes

G3N2: Apreciamos una figura geométrica plana. Que se muestra un radio valorado enr.
Sucesivamente el radio se va formando en figuras con circunferencias de menor tamafio

Ilegando al infinito.

G1IN3: Se observan 3 circunferencias concéntricas, una dentro de la otra. La tercera
circunferencia concéntrica es mas pequefia que la segunda circunferencia, y la segunda

circunferencia es mas pequefia que la primera circunferencia concéntrica.

G1N3: La tercera circunferencia concéntrica es mas pequefia en su area y longitud respecto

a las circunferencias anteriores.
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G2N3: Se observa que la figura ha cambiado, se ha reducido su area, tomando la mitad del

radio de la segunda figura.

G2N3: La figura ha cambiado con relacion a la segunda figura porque su area y perimetro

se han reducido.

2

zr
G3N3: El area de la segunda figura es de T y el perimetro es de 7I'. La tercera figura,

2
il : -
el area es de Ey el perimetro es de %r . Segun los hallazgos si se modificaron, las

magnitudes.

G1N4: Sus areas se van reduciendo, a medida se van afiadiendo circulos concéntricos.

G1N4: “Si, ya que el proceso de ir construyendo circunferencias va a seguir indefinidamente;
siempre el circulo de adentro va a ser de menor area que el circulo de afuera, y los circulos
interiores se van construyendo concéntricamente de acuerdo a los circulos exteriores y sus

areas seran la mitad del anterior.

Figura 14- 10 Secuencia de las longitudes de las circunferencias presentadas por el grupo uno en el

nivel cuatro
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Fuente: Con base a los desarrollos mostrados por los estudiantes

G1N4: Las areas y perimetros van disminuyendo de valor.

G1N4: El area va decreciendo la cuarta parte comparandola a la figura concéntrica anterior.
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G1N4: Se pueden construir infinitos circulos dentro de la figura original, ya que la medida

de sus areas y longitudes siempre puede dividirse.

G1N4: Cada vez que se agregan mas circulos concéntricos, cada circulo va disminuyendo

en sus medidas; el radio de las circunferencias es cada vez mas pequefio.

G1N4:

Figura 14- 11 Secuencia, patron y conclusiones de las areas de las circunferencias calculadas por
el grupo uno en el nivel cuatro
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Fuente: Con base a los desarrollos mostrados por los estudiantes
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G1N4: Entre mas se construyen mas circulos concéntricos sus areas se hacen mas pequefias

hasta ser un nimero bien pequefio.
G1N4: Puede haber infinitos circulos dentro de la primera figura.

G1N4: “El area de cada circulo es un cuarto del area del circulo del anterior.

G2N4: 27, nr,%r,%r,%r,..., ;: sacando las primeras 5 longitudes encontramos un

patrén y lo generalizamos hasta la enésima longitud.
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Figura 14- 12 Patrones y conclusiones de las longitudes de las circunferencias observadas por el

grupo dos en el nivel cuatro
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Fuente: Con base a los desarrollos mostrados por los estudiantes

G2N4: Sus perimetros y reas van disminuyendo a medida que se va creando circunferencias

dentro de otra.

G2N4: Sus areas y perimetros tienen un patron que va disminuyendo hasta el infinito.

G3N4: Si, porque existe una formula para encontrar el patron mediante limites cuando

tienden a infinito.

G3N4: Observamos una relacion entre las circunferencias de las figuras (...). Solo que las

circunferencias disminuyen a la mitad de la figura anterior, conforme al patron.

G4N4: Hemos observado que estas van decreciendo en tamano (...).

G4N4: “Si se puede porque cada circulo tiene un radio que se va reduciendo a la mitad y

eso sigue hasta un circulo infinito; cada circulo se va a reducir, pero nunca se van a tocar”.

G4N4: Hemos observado que en 3 magnitudes existe un patron de reduccién a la mitad, lo

cual se ha comprobado obteniendo el area y perimetro de una cuarta figura.

Figura 4- 13 Secuencia de las areas y perimetros de las circunferencias calculadas por el grupo
cuatro en el nivel cuatro
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Fuente: Con base a los desarrollos mostrados por los estudiantes

Fase 3: Lenguaje utilizado en el desarrollo de las sesiones de trabajo

* Lenguaje previo:
Términos y expresiones usadas para aludir los conceptos, propiedades y procedimientos

intervinientes: Sucesion, circulos, circunferencias, longitud, medida, radio, construccion,
series, areas, figura concéntrica, circunscrita.

= Lenguaje emergente:

Términos y expresiones usadas para referir conceptos, propiedades que surgen durante el
desarrollo de las sesiones de trabajo: pequefio, reduciendo, patrdn, infinito, figura geométrica,
patrones, magnitudes, construir n circunferencias, infinito, profundidad, decreciendo,
infinitamente hacia dentro, modifican, cambiando, disminuyendo, menor tamario, limites,
tienden a infinito, profundidad, reduciendo, mayor, interno, afiadiendo, indefinidamente,
adentro, menor, circulos interiores, circulos exteriores, decreciendo, infinitos circulos, patron.
Se observa en algunas de las palabras expresadas por los estudiantes formas de manifestar el
cambio y la variacion, que a su vez contribuyen en la generacion de argumentos variacionales

(Caballero y Cantoral, 2013). En lenguaje fue notable el uso de recursos linglisticos donde

186



utilizaron términos, expresiones, notaciones, entre otros. De igual forma esta manera de
expresarse que utilizan los estudiantes aluden a los codigos variacionales que se ha

mencionado anteriormente.

Fase 4: Situaciones de problema emergentes

En cuanto a los desarrollos presentados por los estudiantes, encontramos que la mayoria de
ellos atendié las consignas planteadas en la situacion y presentaron respuestas acordes a o
solicitado. En sus desarrollos no aparece un problema nuevo que ellos hayan creado producto
de la situacion propuesta. Podria considerarse que un proceso general al pensamiento
matematico como lo es el proceso (formular, plantear, transformar y resolver problemas) se
considera que no es variacional si se puede resolver empleando un proceso algoritmico que
responda sin la necesidad de analizar y cuantificar los cambios en las variables. Por tanto no
se evidencia ni se propone una nueva situacion variacional.

Fase 5:
a) Afirmaciones en el desarrollo de las sesiones de trabajo

Si se puede construir n circunferencias, porque se va introduciendo una figura a la mitad de

cada radio.
Sus areas se van reduciendo, a medida se van afiadiendo circulos concéntricos.

La figura ha cambiado con relacion a la segunda figura porque su area y perimetro se han

reducido.

Sus perimetros y areas van disminuyendo a medida que se va creando circunferencias

dentro de otra.
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2
ar
El 4rea de la segunda figura es de e y el perimetro es de 71 . La tercera figura, el area es

2
zr
de Ey el perimetro es de %r . Segun los hallazgos, si se modificaron las magnitudes.

Hay un patrén numérico en la construccion de cada circunferencia construida la cual sera

mas pequefia y, por lo tanto, su area sera menor.

Existe una férmula para encontrar el patron mediante limites cuando tienden a infinito

Se puede porque cada circulo tiene un radio que se va reduciendo a la mitad y eso sigue

hasta un circulo infinito.
El area de cada circulo es un cuarto del area del anterior.
El circulo mayor tiene radio r; el circulo interno tiene la mitad de radio que el circulo anterior.

La circunferencia concéntrica es mas pequefia que la segunda circunferencia, y la segunda

circunferencia es mas pequefa que la primera circunferencia concéntrica.

La tercera circunferencia concéntrica es mas pequefia en su area y longitud respecto a las

circunferencias anteriores.
Sus areas se van reduciendo, a medida se van afadiendo circulos concéntricos.
El area va decreciendo la cuarta parte comparandola a la figura concéntrica anterior.

Cada vez que se agregan mas circulos concéntricos, cada circulo va disminuyendo en sus

medidas; el radio de las circunferencias es cada vez mas pequefio.

El area de cada circulo es un cuarto del area del circulo del anterior.
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Por tanto de las afirmaciones anteriores develan ciertos elementos vinculados al pensamiento
varicional como ser: identificacion de patrones numéricos, actividades al interior de un
registro, conversion entre registros, cadigos variacionales, procesos generales vinculados al
pensamiento matematico, cierta aproximacion (implicita) a la idea de infinito (Mendoza,
2013), empleo de algoritmos, asi como relacién numérica existente entre el area de cada

circulo con respecto al &rea del circulo anterior.

b) Argumentos en el desarrollo de las sesiones de trabajo

Deductivo - intuitivo, referido por la observacion de la figura propuesta y la deduccion de las

propiedades y caracteristicas variacionales.

Visual, recurrieron a la visualizacion Hitt (1998b) cuando construyeron mas circunferencias

y dedujeron patrones de la construccion.

Algunos estudiantes argumentan variacionalmente (Caballero y Cantoral, 2013) y hacen
conclusiones mediante registro en lenguaje natural (Duval, 2006) en relacion con aspectos

variacionales relacionados a la situacion problema.

Varios estudiantes reconocen patrones numéricos (Vasco, 2006) de la serie geométrica. El
reconocimiento del patrén numérico (1/4) lo expresan mediante el registro de lenguaje
natural, y que se pueden construir infinitos circulos dentro de la figura original, ya que la

medida de sus areas y longitudes siempre puede dividirse.

Argumentan que el proceso de ir construyendo circunferencias va a seguir indefinidamente;
siempre el circulo de adentro va a ser de menor area que el circulo de afuera y los circulos
interiores se van construyendo concéntricamente de acuerdo a los circulos exteriores y sus

areas seran la mitad de la figura anterior.
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Por tanto de los argumentos anteriores se visibilizan los procesos generales (MEN, 2006), las
estrategias variacionales (Caballero y Cantoral, 2013) especificamente estimacion, por
ejemplo cuando hacen referencia que se pueden construir infinitos circulos dentro de la figura
original, ya que la medida de sus &reas y longitudes siempre puede dividirse, esto implica
que hay una forma particular de razonar y actuar ante una situacién variacional. Por otro lado
los codigos variacionales en esta situacion se plantean de manera verbal o lenguaje natural y

en algunos casos mediante un registro algebraico.

Etapa 6: Concepciones y procedimientos en el desarrollo de las sesiones de trabajo
Previas:

En relacién a los objetos matematicos involucrados en el enunciado de la actividad, tales
como sucesion, circulos, circunferencias, longitud, radio, construccion, series, areas, figura
concentrica, circunscrita, los estudiantes tienen las concepciones clasicas y una buena
comprension de ellos; de hecho, esto les permite abordar la sesién de trabajo, lo cual hace
que los estudiantes en su mayoria enfrenten la situacion problema sin tener dificultades

relacionadas con conocimientos previos.

Emergentes:

Los estudiantes reflejan aproximaciones a pensamiento de tipo variacional en sus respuestas
ya que presentan evidencias de desarrollo de pensamiento variacional (MEN, 2006) al
analizar de qué forma cambia, aumenta o disminuye los valores en las secuencias o series de
figuras, e intentan formular procedimientos, algoritmos o férmulas que permitan reproducir

el mismo patron.
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Los estudiantes reflejan habilidades de argumentacion de tipo variacional, ya que dan
explicaciones que muestran y expresan el reconocimiento cuantitativo y cualitativo del
cambio y variacion al calcular magnitudes de circulos y generar patrones. De igual manera
los estudiantes revelan un manejo de los registros algebraico y numérico (Duval, 2006)
puesto que, por un lado, estdn calculando &reas de circunferencias y calculando razones
dando cuenta del registro numérico. Por otro lado recurren al registro algebraico sin
problemas para obtener las areas solicitadas, considerando las condiciones iniciales de los

problemas.

Los estudiantes hacen uso de registros de lenguaje natural para expresar la relacion numérica
existente entre el area de cada circulo con respecto al anterior, y algebraico (Duval, 2006)
apelando a este ultimo para efectuar los célculos de las areas y perimetros de las

circunferencias.

Asimismo reconocen el patrén vinculado que en los circulos sus areas van disminuyendo un
cuarto respecto a la figura concéntrica anterior y lo manifiestan mediante el registro de

lenguaje natural.

Los estudiantes entienden el proceso de construccion mediante el empleo del infinito en
variados registros, los cuales afirman que se puede construir una y otra y otra circunferencia

concéntrica a la primera y siempre se puede seguir haciendo este proceso.

Los estudiantes recurrieron a la visualizacion (Hitt, 1998b) cuando construyeron
circunferencias concéntricas y dedujeron patrones de la construccion. De igual manera usan

como medio el software Geogebra para realizar dichos procesos de visualizacion (Villa y
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Ruiz, 2010), donde tal empleo visibiliza o complementa un acercamiento a las construcciones

geomeétricas.

Con base al anélisis de cada una de las etapas del EOS con su respectiva articulacion de los
elementos del marco tedrico que incluyen pensamiento variacional (definicion operacional,
elementos del pensamiento variacional, desarrollo de pensamiento variacional, indicadores
del pensamiento variacional, procesos vinculados al pensamiento matematico, entre otros).
Todos articulados con los registros de representacion como una manera de visibilizar los
procesos de reflexion y visualizacién que el software Geogebra permite desarrollar. La
visualizacion fue importante durante toda la sesién a momento de construir circunferencias

y deducir patrones (Vasco, 2006) en los problemas de la sesion de trabajo antes mencionada.

Se puede afirmar que los estudiantes en esta sesion de trabajo se ubican en el nivel dos de los
niveles del desempefio de los estudiantes en relacién al desarrollo del pensamiento
variacional de (Béez et al., 2017), ya que los estudiantes establecen relaciones entre los
diferentes elementos que distinguen la variacidn, y comunican, reflexionan matematicamente

y usan el lenguaje matematico para argumentar la solucién de problemas.

4.2.4 Sesion de trabajo # 3

La presente sesion de trabajo (Ver anexo 3) muestra una figura construida con el apoyo de
Geogebra classic 5. La actividad esta formada por una sucesion de semicircunferencias
presentadas en el registro geométrico. Se proporciona una semicircunferencia inicial AB, que
a su vez se subdivide en dos semicircunferencias congruentes mas, AO Y BO, las que
contintan subdividiendo en semicircunferencias congruentes de manera indefinida, tal como

se ilustra en la fig. 4- 14. La sesion tres consta de tres niveles: en el nivel uno hay cinco item,
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en el nivel dos hay cinco y en el nivel tres hay seis items. En general estan focalizados en el
tema de poligono, especificamente en la de circulo y se supone que el diametro de la

semicircunferencia inicial mide D.

Figura 14- 14 Semicirculos

Fuente: Elaboracion Propia
Anélisis Ontosemiotico
A continuacidn se presenta un analisis de los elementos considerando los elementos del EOS:
lenguaje, situaciones problema, definiciones, procedimientos, afirmaciones y argumentos
desarrollados por los estudiantes en el contexto de las actividades propuestas en la ejecucién
del curso y analizadas en este trabajo, que se espera sean activados en la solucién de la tarea
propuesta.

Fase 1: Se responde a las preguntas

¢ Qué situaciones y practicas realizan los estudiantes en el proceso de los trabajos analizados?
¢ COmo se secuencian o se relacionan? La actividad se presenta en un registro geomeétrico que

muestra sucesion de semicirculos construidos, donde se construye un semicirculo con el
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segmento AB como didmetro. Luego, se divide AB en dos partes iguales AO y BO, y se
construyen dos semicirculos como lo indica la figura. Se continda dividiendo y construyendo

semicirculos de manera indefinida atendiendo a ese patron.

La consigna se compone de ocho partes: 1) Inicialmente que figura observas, 2) que
caracteristicas podrias sefialar de esta figura, 3) haga todos los comentarios que considere
pertinentes si la construccion de n semicircunferencias podria realizarse de manera indefinida
, 4) si la construccion es posible, como es la longitud del diametro de la primera, segunda,
tercera, cuarta y enésima semicircunferencia 5) comente de sus perimetros y sus posibles
cambios, 6) argumente respecto a sus areas, 7) haga un listado de los didmetros, perimetros
y areas de las semicircunferencias construidas, 8) muestre las relaciones encontradas entre

los elementos antes mencionados de las semicircunferencias construidas.

La situacion problema trata de analizar si en el desenvolvimiento de la misma, los estudiantes
evidencian alguna forma de pensamiento variacional sin que esta sea inducida en el
enunciado de la tarea. Las respuestas a las situaciones planteadas requieren la explicacion
del proceso de construccion con ayuda visual de Geogebra y exigen el uso de procedimientos
y pertenencia en los procesos de calculo propios de lo aritmético, geométrico y algebraico,
ademas de la utilizacion de habilidades cognitivas como visualizar, argumentar, representar
y comunicar, entre otras. El uso de estas habilidades y el dominio del calculo permite generar
modelos matematicos de la situacién problema en diferentes registros de representacion

(lenguaje escrito, graficos, algebraicos, tablas u otros).

Descripcion de las notaciones.

G= Grupo de trabajo, N= Nivel de la sesion de trabajo.
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Ejemplo: G1N1= Grupo 1 Nivel 1

Fase 2: Producciones de los grupos de trabajo, cuyas respuestas son caracteristicos y
representativos

G1NL1: Se observa una semicircunferencia compuesta por dos semicircunferencias.

G1N1: Se precia una figura geométrica, con un semicirculo de diametro AB e

internamente dos semicircunferencias; cada una con diametro % )

GIN1:
Figura 14- 15 Conclusiones sobre areas de semicircunferencias en diferentes registros del grupo uno
referentes al nivel uno
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Fuente: Con base a los desarrollos mostrados por los estudiantes
GI1N1: Las semicircunferencias interiores son mas pequefias que la semicircunferencia del
exterior y la suma de sus areas es la mitad de la semicircunferencia grande, mientras que la

suma de sus perimetros es igual al perimetro de la semicircunferencia original.

G2N1: Sus areas disminuyen a medida que las semicircunferencias se hacen mas pequefias.

G1NL1: Si, se han modificado reduciendo su valor cada vez que se inscribe una nueva figura.

G3N1: Las areas van disminuyendo conforme agreguemos mas figuras.
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G4N1: Se observa que se divide a la mitad de un circulo, lo cual lo convierte en

semicircunferencia.

G4NL1: Las diferentes magnitudes, areas, didmetros y perimetros, se han reducido la mitad

respecto a la figura anterior.

G1N2: Podemos percibir a medida se construyen semicirculos méas pequefios un efecto de

profundidad.

G1N2: Se percibe 1 semicircunferencia y dentro de ella dos semicircunferencias en sus dos
radios, luego dentro de las 2 semicircunferencias hay construidas 4 semicircunferencias mas

en sus radios respectivamente.

G1IN2:

Figura 14- 16 Articulaciones y conclusiones entre registros verbal y aritmético presentada por grupo
uno referentes al nivel dos
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Fuente: Con base a los desarrollos mostrados por los estudiantes
G1N2: La sumas de las areas de las semicircunferencias mas pequefias es la cuarta parte de

la semicircunferencia grande.

G1N2: La suma de las areas de los cuatro semicirculos resulta igual que el area de uno de los

dos semicirculos anteriores que estan en el interior del primer semicirculo.

G1N2:
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Figura 14- 17 Conclusiones mediante registro verbal y aritmético de la suma de las areas de las

cuatro semicircunferencias obtenidas por el grupo uno referente al nivel dos.
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Fuente: Con base a los desarrollos mostrados por los estudiantes
G4N2: Podemos percibir que cada vez que se van agregando semicirculos dentro de los

demas semicirculos, pero a menor tamafio, sus radios se van reduciendo.

G4N2: Se percibe que para cada semicirculo dentro de ellos siempre habra dos semicirculos
mas.
G4NZ2: Si se han modificado por que cada vez se reduce mas y mas cada magnitud, mientras

mas semicirculos se agreguen mas se hacen pequefios.

G3N2: A =2d% A =2d? A =-2d?.. podemos determinar que las &reas iran
A 8 & 32 A 128 g q

disminuyendo conforme agreguemos mas figuras.

G2N2: Se percibe que la figura ha cambiado por que dentro de la semicircunferencia ella
misma se divide en dos a partir de la mitad del diametro y luego dentro de esta nueva figura
creada se divide en dos semicirculos con un tamario mas reducido partiendo desde la mitad

del didmetro de la figura anterior.
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G1N3: La construccién de n semicircunferencias se puede realizar haciendo el proceso de
subdividir las semicircunferencias una vez, y otra vez sin detenerse. A medida haya mas
semicircunferencias dentro de la primera, el area de esta ira disminuyendo a medida que se
van construyendo mas, y o mismo sucedera con sus perimetros y diametros.

GINS3:

Figura 14- 18 Secuencia de las longitudes de las semicircunferencias calculadas por el grupo uno

referentes al nivel tres
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Fuente: Con base a los desarrollos mostrados por los estudiantes
G2N3: Si se puede realizar la construccion de n semicircunferencias mediante la operacion

de un patrén establecido.

G2N3: %d, %d, %d, %d,... sus perimetros son infinitos, pero llevan una secuencia.

G4N3:

Figura 14- 19 Conclusiones de areas y perimetros de las semicircunferencias en el calculo de areas
y perimetros por el grupo cuatro referentes al nivel tres
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Fuente: Con base a los desarrollos mostrados por los estudiantes

G2N3: Sus areas van disminuyendo conforme se van insertando figuras dentro de otra.

G1N3: El perimetro de cada semicircunferencia va disminuyendo a la mitad, y este perimetro
disminuye proporcionalmente con el didmetro de cada semicircunferencia ya que esta

también disminuye.

G1NS3: En general, cada vez que se divide un semicirculo se obtienen dos, y estos al sumarlos

tanto su perimetro o su area, son iguales al semicirculo anterior.

GIN3:

Figura 14- 20 Secuencias de las areas de las semicircunferencias calculadas por el grupo uno
referentes al nivel tres
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Fuente: Con base a los desarrollos mostrados por los estudiantes
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G1N3: Las areas y perimetros se van reduciendo de valor.
G3N3: Si podria establecerse la construccion de n semicircunferencias porque existe una

férmula para encontrar esas sumas infinitas.

2
D,=d R =7Z’9 =7[d—
2 8
G3N3: D.= d b d d’ , larelacion en las circunferencias es que se divide en dos
2= o , =T Ay =m
2 4 32
2
pd p_gd A L
4 8 128

sus perimetros y dividen en cuatro sus areas.

G4Na3: Si se podria realizar dado que el area y el perimetro tienen un patrén, en el perimetro

d
el denominador cambia por el doble del mismo P = ﬂ(%)

G1N3: Al sumar los perimetros de las semicircunferencias que surgen de cada subdivision
se obtiene una longitud del perimetro igual a la semicircunferencia anterior, o sea la
semicircunferencia subdividida.

G1N3:
Figura 14- 21 Resumen de magnitudes, semicircunferencias y sus diametros presentados por el

grupo uno referentes al nivel tres
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Fuente: Con base a los desarrollos mostrados por los estudiantes
G4N3: La relacion observada en los perimetros y areas de las semicircunferencias es un

patron de reduccién a la mitad de las nuevas figuras respecto a la figura anterior.

GIN3: La longitud del perimetro va reduciendose a la mitad al dividir las

semicircunferencias.
G1N3: Se van haciendo infinitos semicirculos.

G1N3: En conclusion, se obtendréd un valor igual al del area de la primera figura, es decir, si
sumamos las areas de los 2 semicirculos construidos en la segunda figura, nos dara el area de

la primera y asi sucesivamente.

Fase 3: Lenguaje utilizado en el desarrollo de las sesiones de trabajo

= Lenguaje previo:

Términos y expresiones usadas para aludir los conceptos, propiedades y procedimientos
intervinientes: Sucesion, semicirculos, semicircunferencias, longitud, medida, diametro,

construccidn, series, areas, figura concéntrica, radio, punto.

= Lenguaje emergente:

Términos y expresiones usadas para aludir a los conceptos, propiedades que surgen durante
el desarrollo de las sesiones de trabajo: disminuyen, pequefias, cambiado, tamafio, reducido,
patrén, infinitos, secuencia, disminuyendo, reduccion, insertando, modificado, reduciendo,
afiaden, férmula, infinitas, agregando, dentro, efecto de profundidad, modificado, reduce,

proporcionalmente, sucesivamente, internamente, interiores, exterior, grande, cuarta parte,
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subdividir, construyendo, divide, subdivision, infinitos semicirculos. Se evidencia en lo
expresado por los estudiantes, modos de manifestar el cambio y la variacion que a su vez
contribuyen en la generacién de argumentos variacionales (Caballero y Cantoral, 2013). De
igual forma esta manera de hacer referencia a situaciones de cambio que utilizan los

estudiantes aluden a los cddigos variacionales que se ha mencionado anteriormente.

Fase 4: Situaciones de problemas emergentes

De acuerdo a los desarrollos presentados por los estudiantes, se circunscribieron a realizar lo
solicitado en la consigna. En sus desarrollos no aparece un problema nuevo que ellos hayan
creado. Podria considerarse que un proceso general al pensamiento matematico como lo es el
proceso de formular, plantear, transformar y resolver problemas no se evidencia, ni se propone

una nueva situacioén variacional.

Fase 5:
a) Afirmaciones en el desarrollo de las sesiones de trabajo

Algunos estudiantes afirman que las semicircunferencias interiores son mas pequefias que la
semicircunferencia del exterior, y la suma de sus areas es la mitad de la semicircunferencia
grande, mientras que la suma de sus perimetros es igual al perimetro de la semicircunferencia

original.

De igual manera mencionan que la suma de las areas de las semicircunferencias mas
pequefias es la cuarta parte de la semicircunferencia grande y que la suma de las areas de los
cuatro semicirculos, resulta igual que el area de uno de los dos semicirculos anteriores que

estan en el interior del primer semicirculo.
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Aluden que el perimetro de cada semicircunferencia va disminuyendo a la mitad, y este
perimetro disminuye proporcionalmente con el didmetro de cada semicircunferencia, ya que
esta también disminuye. De igual manera la longitud del perimetro va reduciéndose a la mitad
al dividir las semicircunferencias. Sus areas disminuyen a medida que las

semicircunferencias se hacen méas pequefias.

(...) la figura ha cambiado por que dentro de la semicircunferencia ella misma se divide en
dos a partir de la mitad del didmetro y luego dentro de esta nueva figura creada se divide en
dos semicirculos con un tamafio mas reducido partiendo desde la mitad del didmetro de la

figura anterior.

Si se puede realizar la construccion de n semicircunferencias mediante la operacion de un
patron establecido. Sus areas van disminuyendo conforme se van insertando figuras dentro

de otra.
Si, se han modificado reduciendo su valor cada vez que se inscribe una nueva figura.

Si hay relacion, encontramos que tanto en los perimetros y areas hay patrones, cada figura

depende de la mitad de otra figura.

Las diferentes magnitudes, areas, didmetros y perimetros, se han reducido la mitad respecto

a la figura anterior.
(...) amedida se construyen semicirculos mas pequefios un efecto de profundidad.

Si se han modificado por que cada vez se reduce mas y mas cada magnitud, mientras mas

semicirculos se agreguen, mas se hacen pequefos.
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Por tanto de las afirmaciones anteriores se reflejan ciertos elementos vinculados al
pensamiento varicional entre los cuales estan: reconocimiento de patrones que se constituye
en una herramienta necesaria para el estudio de la variacion (Vasco, 2006), momentos de
pensamiento, utilizacion de registros, actividades al interior de un registro, conversion entre
registros, codigos variacionales, estrategias variacionales, procesos generales (MEN, 1998)
vinculados al pensamiento matemético como ser formular, plantear, resolver problemas,

todos ellos vinculados al pensamiento matematico.

b) Argumentos en el desarrollo de las sesiones de trabajo
Los estudiantes argumentan que han comprobado que las areas se van reduciendo cada vez
que se afiaden mas semicircunferencias. De igual manera argumentan la relacion existente

entre las semicircunferencias y el proceso de subdivision de estas.

Algunos argumentan que se obtendra un valor igual al del area de la primera figura, es decir,
si suman las areas de los 2 semicirculos construidos en la segunda figura, eso les dara el area

de la primera figura y asi sucesivamente.

Se podria realizar dado que el area y el perimetro tienen un patron, en el perimetro ya que el

d
denominador cambia por el doble del mismo P = ﬂ(%j

La suma de las areas de las semicircunferencias mas pequefias es la cuarta parte de la

semicircunferencia grande.

Pocos estudiantes discrepan que el perimetro de cada semicircunferencia va disminuyendo a
la mitad, y este perimetro disminuye proporcionalmente con el diametro de cada

semicircunferencia.

204



Ellos argumentan que, en efecto, al sumar los perimetros de las semicircunferencias que
surgen de cada subdivision se obtiene una longitud del perimetro igual a la

semicircunferencia anterior, o sea, la semicircunferencia subdividida.

En conclusidn, deducen que se obtendra un valor igual al del area de la primera figura, es
decir, que si se suma las areas de los 2 semicirculos construidos en la segunda figura, dara el

area de la primera y asi sucesivamente.

Por consiguiente de los argumentos anteriores, se evidencian los codigos variacionales que
se plantean de manera verbal o lenguaje natural y mediante registro algebraico (Duval, 2006)
para justificar la construccion de una secuencia de medidas relacionadas a los elementos de
las semicircunferencias. Asi mismo se visibilizan las estrategias variacionales (Caballero y
Cantoral, 2013) especificamente la seriacién, por ejemplo cuando hacen referencia a que se
podria encontrar la formula dado que el area y el perimetro tienen un patrén, ya que el
denominador cambia por el doble del mismo P = ﬂ(%j ,esto implica que hay

reconocimiento de patrones.

Fase 6: Concepciones y procedimientos en el desarrollo de las sesiones de trabajo
Previas:

En relacion a los objetos matematicos involucrados en el enunciado de las sesiones de trabajo,
tales como, identificacion de variables, semicirculos, semicircunferencias, longitud, medida,
diametro, construccion, series, areas, punto, los estudiantes tienen las concepciones clasicas
y una buena comprension de ellos; de hecho, esto les permite abordar las sesiones de trabajo,
lo cual hace que la mayoria de los estudiantes enfrenten la situacion problema sin tener

dificultades relacionadas con conocimientos previos.
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Emergentes:

Algunos estudiantes realizan procesos de visualizacion (Crisélogo y Martinez, 2015) pues
asocian propiedades de la situacion problema propuesta a cada una de las semicircunferencias
construidas asociadas. Los procedimientos utilizados se evidenciaron mediante argumentos
escritos que reflejan un nivel adecuado de conocimientos previos y de ciertos procesos de

modelamiento.

Los estudiantes realizaron acciones dentro del registro algebraico y en sus tratamientos se
incluyen operaciones hechas para poder calcular perimetro y area en las semicircunferencias

construidas.

Si se han modificado por que cada vez se reduce mas y mas cada magnitud, mientras mas
semicirculos se agreguen mas se hacen pequefios. En esta afirmacion se reflejan elementos
variacionales; por ejemplo, al equiparar las longitudes y magnitudes de las

semicircunferencias y la aproximacién a la nocion del concepto de infinito.

“Se obtendré un valor igual al del &rea de la primera figura, es decir, si suman las areas de
los 2 semicirculos construidos en la segunda figura, eso les daré el area de la primera figura
y asi sucesivamente”. Atendiendo a estas consideraciones, se ve evidenciado la variacion ya
que los estudiantes alcanzan establecer relaciones de congruencia entre el semicirculo
original y los dos semicirculos que resultan al subdividirse, es asi que dedujeron un patrén
(Vasco, 2006) particular de las semicircunferencias; cada vez que dividian un semicirculo
obtenian dos semicirculos, estos sumaban la longitud (perimetro y areas) igual al semicirculo

anterior.
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De igual forma, algunos estudiantes consiguen referir que cada semicircunferencia
construida produce a su vez a dos semicircunferencias congruentes en un proceso de division

que se hace de manera indefinida.

Utilizaron visualizacién (Hitt, 1998b) en el transito de diferentes registros de representacion,
particularmente del geométrico al algebraico y numerico. Asi como usan como medio el
software Geogebra para realizar dichos procesos de visualizacion (Villay Ruiz, 2010), donde

tal empleo visibiliza 0 complementa un acercamiento a las construcciones geométricas.

No obstante, los estudiantes no lograron concluir la suma total correcta de todas las

semicircunferencias.

En consecuencia al anélisis de cada una de las fases del EOS con su respectiva articulacion
de los elementos del marco teérico que incluyen pensamiento variacional (definicion
operacional, desarrollo de pensamiento variacional, procesos generales vinculados al
pensamiento matematico, elementos del pensamiento variacional, indicadores del
pensamiento variaiconal, entre otros). Todos ellos relacionados con los registros de
representacion (Duval, 2006) como una manera de visibilizar el accionar de los estudiantes
mediante cddigos variacionales ligados a procesos de reflexion y visualizacion que el

software Geogebra (Villa y Ruiz, 2010) permite desarrollar.

La visualizacion fue de gran importancia, puesto que los estudiantes atribuyen propiedades
a los objetos geométricos en sus representaciones graficas (Mendoza, 2016), ya que varias
veces les permitio observar con mayor detalle el tamafio (por ejemplo cuando expresan que
“sus areas van disminuyendo conforme se van insertando semicircunferencias dentro de

otra”), las caracteristicas de cada semicircunferencia construida y de este modo formular,
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plantear y comparar (MEN, 2006) las &reas de los mismos. Por tanto de acuerdo a lo antes
mencionado, los estudiantes se ubican en el nivel dos que es Relacidn segln los niveles de
desempefio en relacion al desarrollo del pensamiento variacional (Béez et al., 2017:97) que
es la expresion del nivel intermedio en el desarrollo del pensamiento variacional, ya que los
estudiantes relacionan propiedades y reglas siguiendo argumentos deductivos informales,
establecen relaciones entre los diferentes elementos que distinguen la variacion, reflexionan

matematicamente y usan codigos variacionales para argumentar la solucion de problemas.

4.2.5 Sesion de trabajo # 4

La presente sesion de trabajo (Ver anexo 3) muestra una figura construida con el apoyo de
Geogebra classic 5. Esta formada por una sucesion de triangulos equilateros construidos,
cada uno, en el interior del precedente tomando como Vértices los puntos medios de sus lados,
tal como se ilustra en la fig. 14- 22. La Sesidn cuatro consta de cuatro niveles: en el nivel uno
hay tres items, en el nivel dos hay cinco, en el nivel tres hay cinco y en el nivel cuatro hay
seis items. En general estan focalizados en el tema de poligonos, especificamente en la de

triangulos, y se supone que el lado del primer triangulo equilatero mide L de lado.
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Figura 14- 22 Triangulos equilateros inscritos

Fuente: Elaboracion Propia

Anélisis Ontosemiotico

A continuacidn se presenta un analisis de los elementos considerando los elementos del EOS:
lenguaje, situaciones problema, definiciones, procedimientos, afirmaciones y argumentos,
desarrollados por los estudiantes en el contexto de las actividades propuestas en la ejecucion
del curso y analizadas en este trabajo, que se espera sean activados en la solucién de la tarea
propuesta.

Fase 1: Se responde a las preguntas

¢ Qué situaciones y practicas realizan los estudiantes en el proceso de los trabajos analizados?
¢Cémo se secuencian o se relacionan? La actividad se presenta en un registro figura que
muestra sucesiones de triangulos equilateros construidos, cada uno en el interior del
precedente, tomando como vértices los puntos medios de sus lados. La actividad plantea que

los triangulos equilateros se construyen de manera indefinida atendiendo a ese patrén.

La consigna se compone de ocho partes: 1) Inicialmente qué figura observas, 2) qué

caracteristicas podrias sefialar de esta figura, 3) haga todos los comentarios que considere
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pertinentes si la construccion de n figuras inscritas podria realizarse de manera indefinida ,
4) si la construccién es posible, cémo es la longitud de la primera, segunda, tercera, cuarta y
enésima figura inscrita, 5) comente de sus perimetros, y sus posibles cambios, 6) afirme
respecto a sus areas, 7) haga un listado de los longitudes, perimetros y &reas de las figuras
construidas, 8) muestre las relaciones encontradas entre los elementos antes mencionados de

las figuras construidas.

La situacion problema trata de analizar si en el desarrollo de la misma, los estudiantes
evidencian alguna forma de pensamiento variacional sin que esta sea inducida en el

enunciado de la tarea.

Las respuestas a las situaciones planteadas requieren la explicacion del proceso de
construccion con ayuda visual de Geogebra y exigen el uso de procedimientos y pertenencia
en los procesos de célculo propios de lo aritmético, geométrico y algebraico, ademas de la
utilizacion de habilidades cognitivas como visualizar, argumentar, representar y comunicar,
entre otras. El uso de estas habilidades y el dominio del calculo permite generar modelos
matematicos de la situacion problema en diferentes registros de representacion (lenguaje

escrito, graficos, algebraicos, tablas u otros).

Descripcion de las notaciones

G= Grupo de trabajo, N= Nivel de la sesion de trabajo.

Ejemplo: G1N1= Grupo 1 Nivel 1

Fase 2: Producciones de los grupos de trabajo, cuyas respuestas son caracteristicos y

representativos

G1N1: Todos sus lados tienen la misma medida, es un tridngulo equilatero.
210



G1N2: Se construye un triangulo dentro de otro tridngulo, se forman 4 triangulos dentro del

triangulo original.

G1N2: El triangulo original es mas grande que el tridngulo inscrito, el valor del lado del
triangulo original es méas grande que la medida del lado del triangulo inscrito en él; al igual

que sus areas.
G1N2:

Figura 14- 23 Conclusiones en diferentes registros con respecto a las areas de los triangulos por el
grupo uno referente al nivel dos
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Fuente: Con base a los desarrollos mostrados por los estudiantes

G1N2: Su lado es menor que la primera figura.
G1N2: Su perimetro es menor que la primera figura.

G2N2: Si han cambiado porque su altura y area ha disminuido. Uno de sus lados fue

comprobado y su variable es L.
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12 12
G2N2: A= ?«/5, A = Z\/g , SU area cambia (disminuye) respecto a la primer figura.
G3N2: Un triangulo equilatero con otro tridngulo dentro de menor magnitud, formando

cuatro tridngulos rectangulos.

G3N2: Si, porque en el primer triangulo todos los lados son L, y el triangulo de en medio

tiene lados L/2. Este ultimo se verifica con Pitagoras.

G4N2: Se puede apreciar que al primer triangulo lo dividen 4 triangulos que a la vista son

iguales.

G1N3: Se aprecian 3 tridngulos inscritos uno dentro de otro. El tercer tridngulo inscrito es
mas pequefio que el segundo triangulo inscrito, y el segundo es mas pequefio que el primer

triangulo.

G1N3: El triangulo original es mas grande en su area y perimetro respecto a los tridngulos

Inscritos.
G1N3: Si se ha modificado respecto al primer triangulo inscrito ya que es menor su medida.

G1N3: Por tanto su area es mas pequefia que la del tridngulo original; de igual manera el &rea

de la tercera figura es de menor magnitud que el area de la segunda figura.

GIN3:
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Figura 14- 24 Conclusiones en registro figural y verbal con respecto al area del tercer tridngulo por

el grupo uno referente al nivel tres

A.S Grea 3¢ Yo Yevcer figun (Nem Jegunds drienguls Wstyito)
>

Sca Lo '.'Ll
A2 -_-IL(L/-O("&;"’)
.G
3 Qq

for tonto S Arca €I Mes rt-‘.a(Re. a~e \a dc 14'..,.3\”0
Ov-jmeJ.

9\ \50‘\\ MOAACY -(\ (2% L A7 r)\ | P ‘\(r Cevy F;SJ'V\ 2 d( Mmenryr "‘C'_”‘i*vé

Gue 4\ Afte g lo Segenda f3f;w°.

Fuente: Con base a los desarrollos mostrados por los estudiantes
L2
G2N3: Comparandola con la siguiente figura (2), que es A, = ?\/5 con la figura (3) que es

2

L
A = E\/_ se puede ver que cambia el valor del denominador.

G3N3: Podemos percibir que se agregan mas triangulos, ademas cada vez que se agregan

triangulos el tamafio disminuye.

G3N3: Percibimos que se pueden agregar mas triangulos, los tridngulo que se agregaron

disminuyeron de tamafio.

G4N3: Se aprecia que se agregan mas tridngulos y que a medida se agregan triangulos sus

tamarios se reducen.

G4N3:
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Figura 14- 25 Magnitudes y calculos aritméticos de las areas de los triangulos inscritos realizados

por grupo cuatro referentes al nivel tres
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Fuente: Con base a los desarrollos mostrados por los estudiantes

G3N3: Percibimos que se pueden agregar mas triangulos, los triangulo que se agregaron

disminuyeron de tamario.

G1N4: El proceso de construir continuara indefinidamente, a medida que se construyen mas
triangulos equilateros dentro del original, el area de estos va decreciendo cada vez més. Con
la medida de los lados (L) podemos calcular las areas y perimetros de los triangulos
construidos teniendo la medida de los angulos que es 60° (por ser triangulos equilateros),

haciendo uso de algunas propiedades de la geometria.

G1N4:
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Figura 14- 26 Triangulos inscritos y sus respectivas longitudes de lados sefialados por grupo uno

referentes al nivel cuatro
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Fuente: Con base a los desarrollos mostrados por los estudiantes

G1N4: Cada vez el perimetro de cada tridngulo equilatero disminuira a la mitad. EI perimetro

es 3L, entonces el siguiente es la mitad % L, Y el siguiente % L Y asi continuamente.

3
G1N4: El éarea del triangulo mayor mide/-\=TL2, luego el area del triangulo inscrito

. . 32 : 3.2 e
siguiente menor sera A:E L*, el que sigue A=a L*, y asi indefinidamente; por tanto,
sus areas van decreciendo a medida se van inscribiendo mas triangulos equilateros.

Figura 14- 27 Conclusiones de la actividad mediante registro verbal presentada por grupo uno nivel

cuatro
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Fuente: Con base a los desarrollos mostrados por los estudiantes
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G1N4: El lado de cada triangulo inscrito es menor que el del triangulo anterior.

G1N4: El perimetro de cada tridngulo es la mitad del perimetro del anterior.

G1N4: El area de cada triangulo es la cuarta parte del triangulo antecedente.

G1N4:
Figura 14- 28 Magnitudes de los triangulos obtenidos por el grupo uno referentes al nivel cuatro
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Fuente: Con base a los desarrollos mostrados por los estudiantes
G1N4: En la construccion siempre se podra seguir calculando las &reas, perimetros y lados
ya que siempre se puede calcular la mitad de cada magnitud y siempre habra tridngulos

inscritos infinitamente.
G2N4: Se puede realizar por medio de patrones la construccion de n figuras inscritas.

G2N4: Se observa gue sus perimetros y sus areas se van reduciendo pero manteniendo la

relacién con respecto a L.

G3N4:
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Figura 14- 29 Afirmaciones mediante registro verbal y figural del grupo tres referentes al nivel

cuatro
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Fuente: Con base a los desarrollos mostrados por los estudiantes.
G3N4: Las areas de los triangulos inscritos se reducen gradualmente.

G3N4:

Figura 14- 30 Conclusiones en registro verbal sobre los tridngulos inscritos por el grupo tres

referente al nivel cuatro
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Fuente: Con base a los desarrollos mostrados por los estudiantes
G3N4:

Figura 14- 31 Magnitudes de los triangulos obtenidos por el grupo tres referentes al nivel cuatro
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Fuente: Con base a los desarrollos mostrados por los estudiantes
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G4N4: Es posible porque la figura se va generando una dentro de otra las cuales se van

reduciendo su tamaiio en un ciclo infinito.

G4N4: Es posible realizarse de acuerdo a que el patron va reduciéndose en %2, y con este es

posible llegar a calcular la enésima figura.

G4N4:

Figura 14- 32 Conclusiones mediante registro verbal del grupo cuatro referentes al nivel cuatro
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Fuente: Con base a los desarrollos mostrados por los estudiantes

G4N4: Las éareas van decreciendo a medida se van creando nuevas figuras siendo el patron

i)

4n
G4N4.
Figura 14- 33 Calculos de las areas basados en estrategias algebraicas por grupo cuatro nivel cuatro
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Fuente: Con base a los desarrollos mostrados por los estudiantes
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G4N4: La relacion existente entre las nuevas figuras construidas es que estas reducen su
tamarfio a la mitad respecto a la figura anterior siguiendo el mismo patrén en sus perimetros

y areas.
G1N4: Si, ya que se puede dividir los triangulos infinitamente.
G1N4: Se pueden seguir construyendo infinitos triangulos.

Fase 3: Lenguaje utilizado en el desarrollo de las sesiones de trabajo

* Lenguaje previo:
Términos y expresiones usadas para aludir los conceptos, propiedades y procedimientos

intervinientes: sucesion, poligono regular, triangulo equiléatero, longitud, medida, interior,
construccion geométrica, vértice, figura, punto medio, lado, proceso.

» Lenguaje emergente:
Términos y expresiones usadas para aludir a los conceptos, propiedades que surgen durante

el desarrollo de las sesiones de trabajo: tamafio, invertido, disminuido, tridngulos inscritos,
cambiando, reduciendo, disminuido, disminuye, patrones triangulos rectangulos, Pitagoras,
agregan, ciclo infinito, construyendo, infinitos triangulos, medida, triangulo equilatero, dentro
.grande , inscrito, medida, menor, pequefio, reducen, continuard, indefinidamente,
decreciendo, equilateros, continuamente, antecedente, mitad, infinitamente, patrones,
gradualmente, generando. De las palabras anteriores expresadas, estas tienen una vinculacion
con el lenguaje variacional, y esta manera de exteriorizar que utilizan los estudiantes aluden
a los codigos variacionales que se ha mencionado anteriormente.

Fase 4: Situaciones de problemas emergentes

De acuerdo a los desarrollos presentados por los estudiantes, encontramos que todos los

estudiantes se abocaron a la situacion propuesta en las sesiones de trabajo sin generar otro
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tipo de situacion, ya sea vinculada a la situacion propuesta u otra en un nuevo contexto. De lo
anterior se tiene que un proceso general del pensamiento matematico (MEN, 1998), como lo
es el proceso de formular, plantear, transformar y resolver problemas, no se evidencian ni se
proponen nuevas situaciones variacionales.

Fase 5:
c) Afirmaciones en el desarrollo de las sesiones de trabajo

Claro, han disminuido en el perimetro todos sus lados, son L y en el segundo L/2.

Si se podria realizar la construccidn de n figuras porque cada vez que se afiade un triangulo

va cambiando sus magnitudes.

Si han cambiado porgue su altura y area han disminuido. Uno de sus lados fue comprobado

y su variable es L.

Se puede realizar por medio de patrones la construccion de n figuras inscritas.

Sus perimetros y sus areas se van reduciendo, pero manteniendo la relacion con respecto a

L. El area de cada tridngulo es la cuarta parte del triangulo antecedente.

Si, porque en el primer triangulo todos los lados son L y en el triangulo de en medio tiene

lados L/2. Este Gltimo se verifica con Pitagoras.

Las areas de los tridngulos inscritos se reducen gradualmente.

La relacion existente entre las nuevas figuras construidas es que estas reducen su tamafio a

la mitad respecto a la figura anterior, siguiendo el mismo patron en sus perimetros y areas.

Si, ya que se puede dividir los triangulos infinitamente.

Se pueden seguir construyendo infinitos triangulos.
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Afirman que el proceso de construir continuara indefinidamente, a medida que se construyen

mas triangulos equilateros dentro del original, el area de estos va decreciendo cada vez mas.

Es asi que de las afirmaciones anteriores se observan elementos vinculados al pensamiento
variacional como lo son: utilizacion de registros de representacion (algebraico, numérico),
actividades al interior de un registro, procesos generales vinculados al pensamiento
matematico, codigos variacionales, estrategias variacionales, reconocimiento de patrones,
nocion del infinito, identificacion de objetos matematicos (triangulos, patrones, dimensiones)

y el empleo de algoritmos.
d) Argumentos en el desarrollo de las sesiones de trabajo

Los estudiantes argumentan que si se podria realizar la construccion de n figuras porque cada

vez que se afiade un tridngulo va cambiando sus magnitudes.

L2 L2
Objetan que A = ?\/g A= Z\/g , Sus areas cambian (disminuyen) respecto a la primer
figura.

En el primer tridngulo todos los lados son L, y en el tridngulo de en medio tiene lados L/2.

Este ultimo se verifica con Pitagoras.

Las areas van decreciendo a medida se van creando nuevas figuras siendo el patron
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En la construccién siempre se podra seguir calculando las areas, perimetros y lados ya que
siempre se puede calcular la mitad de cada magnitud y siempre habra tridngulos inscritos

infinitamente.

La relacion existente entre las nuevas figuras construidas es que estas reducen su tamario a
la mitad respecto a la figura anterior, siguiendo el mismo patrén en sus perimetros y areas.

Los estudiantes encuentran una relacion de las areas cada vez que se dividen los tridngulos.

Atendiendo a estas consideraciones y argumentos anteriores se visibilizan procesos generales
de pensamiento matematico (MEN, 1998) como ser formular, plantear y argumentar. Dentro
de este marco se observan las estrategias variacionales que es una forma particular de razonar

y actuar ante una situacion variacional (Caballero y Cantoral, 2013), especificamente se

L2 L2
=—3, =—3
A 2«/_ A, 4\/_SUS

observa la comparacion, como por ejemplo cuando objetan que,
areas cambian (disminuyen) respecto a la primer figura. Es asi que las areas van decreciendo

Ne

F], esto implica que hay un

&:E[
a medida se van creando nuevas figuras siendo

reconocimiento de patrones. Por otro lado los codigos variacionales en esta situacion se
plantean de manera verbal o lenguaje natural y en algunos casos mediante un registro

algebraico.

Fase 6: Concepciones y procedimientos en el desarrollo de las sesiones de trabajo
Previas:

Los estudiantes poseen las concepciones clasicas de triangulos equilateros, sucesion,
construccidn, interior, vértice, lado, punto medio, proceso, medida y algunos conocimientos

relacionadas a las situaciones planteadas. Al afrontar esta actividad los estudiantes ponen de
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manifiesto los conceptos relacionados con las propiedades de los triangulos, esto les permite

abordar la actividad sin tener dificultades relacionadas con conocimientos previos

Emergentes:
Los estudiantes identifican las areas resultantes de los triangulos como partes de una serie

geomeétrica convergente.

Los estudiantes identifican un patron en las areas calculadas de los triangulos, la cual les

ayuda a identificar la serie geométrica.

Varios estudiantes se aproximan a la resolucién de problemas mediante estrategias de
visualizacion (Mejia, 2007) expuesta anteriormente en el marco tedrico. Por ejemplo los
estudiantes toman el triangulo original que se les proporciona y lo subdividen en triangulos
congruentes y asi sucesivamente como sea necesario. Este trabajo geométrico que efectlan
los estudiantes da evidencia que utilizan ideas variacionales (Caballero y Cantoral, 2013:6),
ya que se percatan que el proceso de construccion sigue y lo maniobran con ello haciendo

uso del registro geométrico.

Lo mismo se aprecia mediante el registro aritmético, donde escriben expresiones y
cantidades diferentes a la figura inicial segun la construccion que efectuaron en el ambito
geométrico. Igualmente reconocieron patrones que les permitieron identificar la serie

geométrica y calcular la suma de lo solicitado.

Los estudiantes reconocieron las nociones de infinitos (Mendoza, 2013), y argumentaron
expresiones como continuar una vez mas, seguir y seguir, disminuir, reducir, ciclo infinito;

son propias de la mayoria de los estudiantes que participaron en la actividad. Por lo tanto con
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base al anélisis de cada una de las etapas del Enfoque Ontosemidtico con su respectiva
articulacion de los elementos del marco teoérico que incluyen: pensamiento variacional (como
ser su definicion operacional, niveles de desempefio en relacion al desarrollo del pensamiento
variacional) (Baez et al., 2017:97), procesos generales vinculados al pensamiento
matematico (MEN, 2006), elementos del pensamiento variacional, indicadores del
pensamiento variacional, entre otros). Todos ellos relacionados con los registros de
representacion (Duval, 2006) como una manera de visibilizar el accionar de los estudiantes
mediante representaciones o cddigos variacionales ligados a procesos de reflexion y

visualizacion que el software Geogebra permite desarrollar (Villa y Ruiz, 2010).

En el mismo orden de ideas al hacer construcciones en Geobebra, la visualizacion fue de
mucha importancia ya que permitio vislumbrar las caracteristicas de cada triangulo equilétero
inscrito construido, y asi formular, comparar y resolver las areas y perimetros de los mismos

en estas sesiones de trabajo.

Las actividades de generalizacion de patrones algebraicos y geométricos que evidenciaron
G4N4 y G1N4 donde resuelven e identifican patrones, manipulan relaciones y figuras en los
cuales se basan los procesos de generalizacién (MEN, 1998), evidencian el buen uso del
lenguaje (codigos variacionales) y utilizacion de formas de visualizacion para interpretar el
proceso de construccion de la figuras, y en algunos casos en la interpretacion adecuada de
una situacion problema enunciada, sea esta expresada en forma verbal o mediante una

representacion ostensiva (algebraica, figural o de otra indole) (Cabezas y Mendoza, 2016).

Atendiendo a estas consideraciones se determina que los estudiantes se ubican en el nivel dos

de Relacion segun los niveles de desempefio en relacion al desarrollo del pensamiento
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variacional (Béez et al., 2017:97) que es la expresion del nivel intermedio en el desarrollo
del pensamiento variacional, ya que los estudiantes establecen relaciones entre los diferentes
elementos que distinguen la variacién (Caballero y Cantoral, 2013:6), relacionan propiedades
y reglas siguiendo argumentos deductivos informales, reflexionan mateméaticamente y usan
el lenguaje matematico (codigos variacionales) para argumentar la solucién de problemas sin

llegar a formalizar la definicion de serie geométrica.

4.2.6 Sesion de trabajo #5

La presente sesion de trabajo (Ver anexo 3) muestra una figura construida con el apoyo de
Geogebra classic 5. Esta formada por una sucesion de hexagonos regulares construidos, cada
uno, en el interior del precedente tomando como vértices los puntos medios de sus lados, tal
como se ilustra en la fig. 14- 34. La sesion cinco consta de cuatro niveles: en el nivel uno hay
tres items, en el nivel dos hay cinco, en el nivel tres hay cinco y en el nivel cuatro hay seis
items. En general estan focalizados en el tema de poligonos regulares, especificamente en la

de hexagonos, y se supone que el lado del primer hexagono mide L de lado.

Figura 14- 34 Hexagonos inscritos

Fuente: Elaboracion Propia
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Analisis Ontosemiético

A continuacion se presenta un anlisis de los elementos considerando los elementos del EOS:
lenguaje, situaciones problema, definiciones, procedimientos, afirmaciones y argumentos,
desarrollados por los estudiantes en el contexto de las actividades propuestas en la ejecucion
del curso y analizadas en este trabajo, que se espera sean activados en la solucion de la tarea

propuesta.

Fase 1: Se responde a las preguntas

¢ Qué situaciones y practicas realizan los estudiantes en el proceso de los trabajos analizados?
¢Como se secuencian o se relacionan? La actividad se presenta en un registro figural que
muestra sucesiones de hexagonos construidos, cada uno en el interior del precedente,
tomando como Vértices los puntos medios de sus lados. La actividad plantea que los

hexagonos se construyen de manera indefinida atendiendo a ese patron.

La consigna se compone de ocho partes: 1) Inicialmente qué figura observas, 2) qué
caracteristicas podrias sefialar de esta figura, 3) haga todos los comentarios que considere
pertinentes si la construccién de n figuras inscritas podria realizarse de manera indefinida ,
4) si la construccién es posible, como es la longitud de la primera, segunda, tercera, cuarta y
enésima figura inscrita, 5) comente de sus perimetros y sus posibles cambios, 6) afirme
respecto a sus areas, 7) haga un listado de los longitudes, perimetros y areas de las figuras
construidas, 8) muestre las relaciones encontradas entre los elementos antes mencionados de

las figuras construidas.
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La situacion problema trata de analizar si en el desenvolvimiento de la misma, los estudiantes
evidencian alguna forma de pensamiento variacional sin que esta sea inducida en el

enunciado de la tarea.

Las respuestas a las situaciones planteadas requieren la explicacion del proceso de
construccidn con ayuda visual de Geogebra, y exigen el uso de procedimientos y pertenencia
en los procesos de calculo propios de lo aritmético, geométrico y algebraico, ademas de la
utilizacion de habilidades cognitivas como visualizar, argumentar, representar y comunicar
entre otras. El uso de estas habilidades y el dominio del calculo permite generar modelos
matematicos de la situacion problema en diferentes registros de representacion (lenguaje

escrito, graficos, algebraicos, tablas u otros).
Descripcion de las notaciones

G= Grupo de trabajo, N= Nivel de la sesion de trabajo.
Ejemplo: G1N1= Grupo 1 Nivel 1

Fase 2: Producciones de los grupos de trabajo, cuyas respuestas son caracteristicos y
representativos

G1N2: Se observa un hexagono, dentro de él se forma otro de menor tamafio.

G1N2: Cuando un hexagono se inscribe en otro se precisa que sus magnitudes van

disminuyendo.

G4N2:
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Figura 14- 35 Célculos aritméticos del area del hexagono original obtenida por el grupo cuatro
referente al nivel dos
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Fuente: Con base a los desarrollos mostrados por los estudiantes

G4N2: Se aprecia dos figuras geométricas, el segundo hexagono esta dentro del primero.

GIN2:

Figura 14- 36 Calculo aritmético por semejanza de la longitud de lado de la segunda figura inscrita
obtenida por el grupo uno referente al nivel dos
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Fuente: Con base a los desarrollos mostrados por los estudiantes

G1N2: “El hexagono original es mas grande que el hexagono inscrito. La medida del lado

del hexagono original es mas grande que la medida del lado del hexagono inscrito en él, al

igual que sus areas”.
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G4ANZ2:

Figura 14- 37 Magnitudes y afirmaciones en registro aritmético y verbal del grupo cuatro referente

al nivel dos
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Fuente: Con base a los desarrollos mostrados por los estudiantes
G2N2: Se aprecia un nuevo poligono con sus magnitudes mas reducidas,... nuevo hexagono

con un menor tamafio reducido.

G2N2: Si han cambiado, han disminuido tanto en su apotema como en su area.

GIN2:
Figura 14- 38 Calculos de las areas de los primeros hexagonos inscritos en registro figural y

aritmético obtenida por el grupo uno referente al nivel dos
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Fuente: Con base a los desarrollos mostrados por los estudiantes

G1N3: El area va cambiando, se va reduciendo segun se inscriben mas figura.

G4N3: Podemos observar 3 hexagonos que se van reduciendo.
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G4N3: Si han cambiado por que se van reduciendo sus magnitudes.

G1N3: Por tanto su area es mas pequefia que la del hexagono original. De igual manera el
area del tercer hexagono es de menor magnitud que el area del segundo hexagono.
GIN3:

Figura 14- 39 Descomposicion del hexagono en triangulos y calculo de la longitud de un lado de un

tridngulo por semejanza realizada por grupo uno referente al nivel tres
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Fuente: Con base a los desarrollos mostrados por los estudiantes

G1N3: Se aprecian tres hexagonos inscritos, uno dentro de otro. El segundo hexagono
inscrito es mas pequefio que el primer hexagono inscrito, y el primero es mas pequefio que

el hexagono original.

G3N3: (...) Si han cambiado, serian de menor tamafo.

G4N3: Se forma una tercera figura con 6 lados (hexano) dentro de la segunda figura, cuyos

puntos o Vvértices estan ubicados en la mitad de los lados de esta (...).

GINS3:
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Figura 14- 40 Conclusiones del area del tercer hexagono en registro figural y aritmético obtenida

por el grupo uno referente al nivel tres
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Fuente: Con base a los desarrollos mostrados por los estudiantes

3V3 33 3FJ3
G1N4: Af, = T\/_ L*, Af,= 2—\3/_ L*, Af,= 2—[ L*,..., sus areas se van reduciendo, segin

se van afadiendo figuras inscritas.

G1N4: (...) se van reduciendo sus valores a medida que se van inscribiendo mas figuras, sin

embargo no se pudo encontrar un patron.

G2N4: La unica relacién es que van disminuyendo las figuras construidas; el area y el

perimetro no tienen un patron.

G4N4: (...) como se forma una especie de profundidad formado por un conjunto de

hexagonos.

G4N4: La relacion existente entre las magnitudes de las figuras construidas, es que estas van

disminuyendo a medida se van construyendo nuevas figuras (...).

G1N4: Las areas de los hexagonos se van reduciendo infinitamente.
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G1N4: Las areas de los hexagonos van disminuyendo % con respecto al anterior.

G1N4: Podemos encontrar infinitas areas, ya que los calculos se pueden hacer infinitamente.

G4N4:

Figura 14- 41 Magnitudes de los hexagonos obtenidos por grupo cuatro referentes al nivel cuatro
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Fuente: Con base a los desarrollos mostrados por los estudiantes.
G1N4: Se percibe que los hexagonos se van construyendo infinitamente hacia dentro a

medida que se inscriben, y esto sucede con sus perimetros y la longitud de sus lados.

GI1N4: Si la construccion continuara la figura ird decreciendo, ya que el hexagono se
construye con los puntos medios de la figura anterior, y siempre habré érea por mas diminuto

que sea.

G1N4:

Figura 14- 42 Magnitudes de los hexagonos obtenidos por grupo uno referentes al nivel cuatro
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Fuente: Con base a los desarrollos mostrados por los estudiantes.
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G1N4: El proceso de construccién continuara indefinidamente, cada vez que se construye
mas hexagonos dentro del original, el area y perimetro de estos ira disminuyendo cada vez
mas. Los hexagonos se van construyendo infinitamente hacia adentro a medida que se
inscriben en los puntos medios de los lados de los hexagonos exteriores.

G4N4:

Figura 14- 43 Longitud de los lados de algunos hexagonos inscritos dibujados y calculo aritmético

de areas realizada por grupo cuatro referente al nivel cuatro
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Fuente: Con base a los desarrollos mostrados por los estudiantes
G1N4: Al continuar inscribiendo mas hexagonos regulares, dentro del primer hexagono,

estos van disminuyendo su tamafio.

G1N4: Si la construccidon continuara, la figura ird decreciendo ya que el hexagono se
construye con los puntos medios de la figura anterior, y siempre habra area por mas diminuto

que sea, Y la figura que se forma es similar a un fractal.

G1N4: En la construccidn siempre se podra seguir calculando las areas, perimetros y lados
cada vez que se construyan mas hexagonos dentro del inicial; ya que siempre se puede

calcular la mitad de cada magnitud y siempre habra triangulos inscritos infinitamente.

Fase 3: Lenguaje utilizado en el desarrollo de las sesiones de trabajo

= Lenguaje previo:
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Términos y expresiones usadas para aludir los conceptos, propiedades y procedimientos
intervinientes: Poligono regular, hexagono, longitud, medida, interior, vértice, punto medio,
lado, proceso, figura, sucesion, construccion geométrica.
= Lenguaje emergente:

Expresiones usadas para referir conceptos, propiedades que surgen durante el desarrollo de
las sesiones de trabajo: area, perimetro, indefinidamente, indefinida, sucesion, hexagono
interior, hexagono exterior, tamafio, pequefio, magnitudes, disminuyendo, cambiando,
reduciendo, figuras inscritas, patrén, reducidas, cambiado, disminuido, apotema,
profundidad, conjunto, construyendo, reduciendo infinitamente, infinitas areas, infinitamente
hacia dentro, decreciendo, diminuto. Se observa en algunas de las palabras expresadas por
los estudiantes vinculacion con el lenguaje variacional. De igual forma estas manifestaciones
que utilizan los estudiantes aluden a los codigos variacionales, que son los modos de expresar
el cambio y la variacién, que a su vez contribuyen en la generacion de argumentos

variacionales (Caballero y Cantoral, 2013), que se ha mencionado.

Fase 4: Situaciones de problemas emergentes

En cuanto a los desarrollos presentados por los estudiantes, encontramos que la mayoria de
ellos atendid las consignas planteadas en la situacion, y presentaron respuestas acordes a lo
solicitado. Podria considerarse que un proceso general al pensamiento matematico como lo es
el proceso de formular, plantear, transformar y resolver problemas, se considera que no es
variacional si se puede resolver empleando un proceso algoritmico que responda sin la
necesidad de analizar y cuantificar los cambios en las variables. Por tanto no se evidencia ni
Se propone una nueva situacion variacional.

Fase 5:
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a) Afirmaciones en el desarrollo de las sesiones de trabajo

Dentro del hexagono se forma otro de menor tamafio.

Cuando un hexagono se inscribe en otro, se precisa que sus magnitudes van disminuyendo.
El area va cambiando, se va reduciendo segun se inscriben més figura.

Sus areas se van reduciendo, segun se van afiadiendo figuras inscritas.

Si han cambiado, han disminuido tanto en su apotema como en su &rea.

Si han cambiado, son de menor tamafio.

Se forma una tercera figura con 6 lados (hexagono) dentro de la segunda figura, cuyos puntos

0 Vvértices estan ubicados en la mitad de los lados de esta.

... se forma una especie de profundidad formado por un conjunto de hexagonos.

Las areas de los hexagonos se van reduciendo infinitamente.

Las areas de los hexagonos van disminuyendo ¥, con respecto al anterior.

Los hexagonos se van construyendo infinitamente hacia dentro a medida que se inscriben, y

esto sucede con sus perimetros y la longitud de sus lados.

La figura ird decreciendo, ya que el hexagono se construye con los puntos medios de la figura

anterior, y siempre habra area por mas diminuto que sea.

Por tanto de las afirmaciones anteriores, estas develan ciertos elementos vinculados al
pensamiento variacional, entre los cuales estan: reconocimiento de patrones (como lo
evidencian G1N4 Y G4N4) que se constituyen en una herramienta necesaria para el estudio
de la variacion (Vasco, 2006), utilizacion de registros, momentos de pensamiento,

actividades al interior de un registro, conversion entre registros, codigos variacionales,
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estrategias variacionales, procesos generales (MEN, 2006) vinculados al pensamiento

matematico como ser formular, plantear, resolver vinculados al pensamiento matematico.

b) Argumentos en el desarrollo de las sesiones de trabajo

Los estudiantes en general presentan argumentos con caracteristicas variacionales:
Reconocen algunas propiedades particulares del hexagono regular y su descomposicion. Sin
embargo, presentan en su actividad registros de tipo algebraico y hacen tratamientos en su

interior.

Los estudiantes utilizan argumentos y conversion de registros, entre el registro geométrico y
algebraico cuando vinculan la relacion existente entre la longitud del lado del tridngulo

anterior con respecto a la altura del triangulo siguiente.

Los estudiantes reconocen la razon de la serie (r = 3/4) y que esta va disminuyendo con

respecto al valor anterior y efecttan el calculo mediante la férmula para ello.

Con respecto al area, ellos sostienen que a medida que se van construyendo mas hexagonos
inscritos, estos van reduciendo infinitamente. Para ellos, entre mas hexagonos se construyen,

las longitudes de los lados del hexagono y su area disminuye.

Expresaron que el proceso de construir un hexagono otro més y otro, lo podian continuar

haciendo indefinidamente.

Los estudiantes recurren a la visualizacién, ya que hacen uso de la informacion visual y

descomponen la figura original.

Por consiguiente de los argumentos anteriores los estudiantes se abocaron a realizar calculos

en representaciones de tipo geomeétrico y aritmético, ademas de representar argumentos
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escritos (como un medio de apoyo Y sustento a los procedimientos utilizados). También se
visibilizan los cddigos variacionales que se plantean de manera verbal o lenguaje natural y
mediante registro algebraico (Duval, 2006) para justificar la construccién de una secuencia

de medidas relacionadas a los elementos de los hexagonos inscritos.

No obstante, en relacion a esta actividad donde se utiliza la visualizacion matematica, esta se
revela en la aplicacion del teorema de Pitagoras, donde consideran un dibujo a partir del cual
atribuyen propiedades matematicas a la resolucién de la situacion planteada (G1N3). En el
proceso de confeccion de la situacion problema van descubriendo la necesidad de nuevas

hipdtesis para integrar a la situacion elementos dinamicos (Mendoza 2016).

Por otro lado se visibilizan las estrategias variacionales (Caballero y Cantoral, 2013)
especificamente el de la seriacién: como por ejemplo cuando hacen referencia a que las areas
de los hexagonos van disminuyendo % con respecto al anterior y esta relacion se observa en

todos los célculos. Esto implica que hay un reconocimiento de patrones (Vasco, 2006).

Fase 6: Concepciones y procedimientos en el desarrollo de las sesiones de trabajo
Previas:

En relacion a los objetos matematicos involucrados en el planteamiento de las sesiones de
trabajo, tales como hexagono, sucesion, construccion (de una figura), lado, perimetro,
medida, longitud, éareas, figura inscrita, interior, vértice, punto medio, proceso, sucesion,
construccion geometrica, entre otros, los estudiantes tienen las concepciones tradicionales
en matematicas y una buena comprension de ellos, de hecho esto les permite abordar la

actividad sin tener dificultades relacionadas con conocimientos previos.

Emergentes:
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Los estudiantes en su mayoria reconocieron que el proceso de construccion de hexagonos es
infinito con apoyo del software Geogebra. Esto fue expresado mediante diferentes

argumentaciones discursivas.

Algunos grupos de estudiantes calculan las sumas de las areas de varios hexagonos que les
permite deducir en la periodicidad de un patron (Vasco, 2006), para lograr reconocer la serie

geométrica que les permite calcular las respectivas sumas infinitas.

El grupo nimero uno de estudiantes encuentra el area de algunos hexagonos apoyandose en
la descomposicion de tridngulos rectdngulos con ayuda de Geogebra y a la vez recurren a la
visualizacion (Hitt, 1998b), ya que hacen uso de la visualizacién y descomponen el hexagono

original.

Los estudiantes reconocen la relacion de congruencia existente entre la altura del tridngulo
anterior y el lado del triangulo posterior en cada uno de los calculos de los hexagonos. Ahi
se evidencia que hay conversion de registros, entre el registro geométrico y algebraico

cuando los estudiantes logran vincular dicha relacion de congruencia.

Un grupo de estudiantes hace uso del registro geomeétrico y de tratamientos algebraicos en su
interior (Duval, 2006), ya que usan semejanza para calcular los lados de los triangulos y luego

calculan sus respectivas areas.

El grupo namero dos no logrd, en su mayoria, los objetivos de la sesion de trabajo ya que
muchos estudiantes no logran establecer la covariacion entre las variables involucradas en

las situaciones problema propuestas.
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En consecuencia al analisis de cada una de las fases del EOS con su respectiva articulacion
de los elementos del marco tedrico que incluyen pensamiento variacional (definicion
operacional, desarrollo de pensamiento variacional, procesos generales vinculados al
pensamiento matematico, elementos del pensamiento variacional, indicadores del
pensamiento variacional, entre otros). Todos ellos articulados con los registros de
representacion (Duval, 2006) como una manera de visibilizar el accionar de los estudiantes
mediante cddigos variacionales ligados a procesos de reflexion y visualizacion que el
software Geogebra permite desarrollar (Villa y Ruiz, 2010). En los niveles de esta sesion de
trabajo propuesta, se observa que los grupos (G1, G4) comprendieron en términos generales
la situacidn propuesta, aunque en unas mas que en otras, la participacion fue mas activa que

los grupos (G2, G3).

En lo referente a lenguaje fue notable el uso de codigos variacionales (Caballero y Cantoral,
2013:6) que los estudiantes utilizaron en las sesiones de trabajo. Los esfuerzos por abordar
la situacion problema fue notable, la creatividad en cada una de las situaciones problemas
fue expresada en algunas de las textualidades que los estudiantes presentaron. La
visualizacion fue notable puesto que los estudiantes atribuyen propiedades a los objetos
geométricos en sus representaciones (Mendoza, 2016), ya que observaron con mayor detalle
los tamafios (por ejemplo cuando expresan que en la construccion siempre se podra seguir
calculando las areas, perimetros y lados cada vez que se construyan mas hexagonos dentro
del inicial; ya que siempre se puede calcular la mitad de cada magnitud y siempre habra
hexagonos inscritos infinitamente), las caracteristicas de cada hexagono inscrito construido

y de este modo formular, plantear, comparar y calcular (MEN, 2006) las areas de los mismos.
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De los argumentos anteriores, los estudiantes se ubican en el nivel dos de Relacidn segun los
niveles de desempefio en relacién al desarrollo del pensamiento variacional (Baez et al.,
2017:97), que es la expresion del nivel intermedio en el desarrollo del pensamiento
variacional, ya que ellos en sus producciones identifican y manipulan relaciones, patrones,
procesos algebraicos y geometricos, asi como reconocen la existencia y el significado de la

variacion de un fendmeno, y lo reflexionan matematicamente.

4.2.7 Sesion de trabajo # 6

La presente sesion de trabajo muestra una figura construida con el apoyo de Geogebra classic
5. Esta formada por un cuadrado cuya diagonal mide 2 unidades; se dibuja una espiral tal
como se muestra en la figura 14- 44. Las distancias de los extremos de los segmentos que
componen la espiral al centro del cuadrado son 1, Y%, ¥4, 1/8,..., y asi sucesivamente de manera
indefinida. La sesion seis consta de dos niveles: en el nivel uno hay dos items y en el nivel
dos hay cuatro items. En general estan focalizados en el tema de poligonos. En definitiva la
actividad intenta desafiar al estudiante a encontrar la longitud de una espiral infinita que se

va construyendo bajo ciertas condiciones particulares.
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1/2

1/8

Diagonal = 2

Figura 14- 44 Espiral
Fuente: Elaboracion Propia.

Anélisis Ontosemiotico

A continuacidn se presenta un analisis de los elementos considerando los elementos del EOS:
lenguaje, situaciones problema, definiciones, procedimientos, afirmaciones y argumentos,
desarrollados por los estudiantes en el contexto de las actividades propuestas en la ejecucién
del curso y analizadas en este trabajo, que se espera sean activados en la solucién de la tarea
propuesta.

Fase 1: Se responde a las preguntas

¢ Qué situaciones y préacticas realizan los estudiantes en el proceso de los trabajos analizados?
¢Cdémo se secuencian o se relacionan?. La actividad se presenta en un registro figural que
muestra un cuadrado cuya diagonal mide 2 unidades; se dibuja una espiral infinita que se va
construyendo bajo ciertas condiciones particulares. La actividad plantea que la espiral se
construye de manera indefinida atendiendo a ese patron. La consigna se compone de cuatro

partes: 1) Inicialmente qué aprecias en la figura, 2) si la construccion es posible, como es la
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longitud de la primera, segunda, tercera, cuarta y enésima segmento de la espiral, 3) se podra
continuar con la construccion de cada una de las espirales de manera indefinida, 4) muestre
las relaciones encontradas entre las longitudes y elementos antes mencionados de las figuras

construidas.

La situacion problema trata de analizar si en el desenvolvimiento de la misma, los estudiantes
evidencian alguna forma de pensamiento variacional sin que esta sea inducida en el

enunciado de la tarea.

Las respuestas a las situaciones planteadas requieren la explicacion del proceso de
construccion con ayuda visual de Geogebra, y exigen el uso de procedimientos y pertenencia
en los procesos de célculo propios de lo aritmético, geométrico y algebraico, ademas de la
utilizacion de habilidades cognitivas como visualizar, argumentar, representar y comunicar
entre otras. El uso de estas habilidades y el dominio del célculo permite generar modelos
matematicos de la situacion problema en diferentes registros de representacion (lenguaje

escrito, graficos, algebraicos, tablas u otros).
Descripcion de las notaciones

G= Grupo de trabajo, N= Nivel de la sesion de trabajo.
Ejemplo: G1N1= Grupo 1 Nivel 1

Fase 2: Producciones de los grupos de trabajo, cuyas respuestas son caracteristicos y

representativos
G1N3: (...) espiral que cada vez va reduciendo su tamafo”.

G1N3: (...) cada vez que se va afiadiendo una longitud en la espiral, se va reduciendo a la

mitad.
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G2N3: Si se puede realizar la construccion de la espiral de manera indefinida...,. El patrén

que obtenemos de la longitud de la espiral seria: F, =—.

n

G3N3: Mediante el proceso de sacar las longitudes de la espiral existe un patrén y es

I A AR RN -

D=—D0,=—,D;,=—,D,=—,..,.D, =—
2 4 8 16 2" las encontramos mediante Pitagoras.

G3Na3: Si ha cambiado, esta ha reducido su tamafio a la mitad respecto a la figura anterior.

G3N4: (...) a medida se construyen nuevas longitudes en espiral estas reduciran su tamafio

(longitud) a la mitad respecto a la figura anterior.

G4N4: Se puede seguir con la construccion de las espirales, porque el proceso se puede seguir

formando infinitamente.
G4N4: La longitudes de cada una de las espirales se iran haciendo muy pequefias.

G4N4: Se obtiene que en el cuadrado las espirales tienen una razon de ¥z en su longitud con

respecto al anterior.
Etapa 3: Lenguaje utilizado en el desarrollo de las sesiones de trabajo

* Lenguaje previo:
Términos y expresiones usadas para referir los conceptos, propiedades y procedimientos

intervinientes: Figura, sucesion, construccion, poligono regular, espiral, longitud, medida,

interior, vértice, punto, lado, proceso.

» Lenguaje emergente:
Teérminos y expresiones usadas para referir a los conceptos, propiedades que surgen durante
el desarrollo de la sesion de trabajo: Reduciendo, tamafio, afiadiendo, mitad, indefinida,
patrén, Pitagoras, reducido, formando infinitamente, pequefia. Se observa en algunas de las

palabras expresadas vinculaciones con el lenguaje variacional. De igual forma esta manera de
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expresar que utilizan los estudiantes aluden a los codigos variacionales que se ha mencionado

anteriormente.

Fase 4: Situaciones de problemas emergentes
De acuerdo a los desarrollos presentados por los estudiantes, encontramos que los estudiantes
en su mayoria atendieron Unicamente a la consigna planteada en las situaciones problema sin
surgir otro tipo de situacion, ya sea vinculada a la situacién propuesta u otra en un nuevo
contexto. Por tanto podria considerarse que un proceso general al pensamiento matematico
como lo es el proceso (formular, plantear, transformar y resolver problemas) no se evidencia

ni se propone una nueva situacion variacional.

Fase 5:

a) Afirmaciones en el desarrollo de las sesiones de trabajo

(...) espiral que cada vez va reduciendo su tamafio.
(...) cada vez que se va afiadiendo una longitud en la espiral, se va reduciendo a la mitad.
Si ha cambiado, esta ha reducido su tamafio a la mitad respecto a la figura anterior.

A medida se construyen nuevas longitudes en espiral estas reduciran su tamafio (longitud) a

la mitad respecto a la figura anterior.

Las longitudes de cada una de las espirales se iran haciendo muy pequefias.

Por tanto de las afirmaciones anteriores se evidencian ciertos elementos vinculados al
pensamiento variacional: reconocimiento de patrones, utilizacion de registros, codigos
variacionales, estrategias variacionales, procesos generales vinculados al pensamiento
matematico, nocion del infinito, identificacion de objetos matemaéticos (secuencias,

sucesiones, dimensiones), entre otros.

b) Argumentos en el desarrollo de las sesiones de trabajo
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Si se puede realizar la construccion de la espiral de manera indefinida..., el patrén que

n

5
obtenemos de la longitud espiral seria: F, = o

Varios estudiantes argumentan que mediante el proceso de sacar las longitudes de la espiral

IR R

- , D= = D= D= B =
existe un patron y es , la cual

encontramos mediante Pitagoras.

Los estudiantes argumentan que se puede seguir con la construccidn de las espirales, porque
el proceso se puede seguir formando infinitamente, de igual manera concluyen que las

espirales tienen una razon de % en su longitud con respecto a la longitud anterior.

De los argumentos anteriores, se evidencian estrategias variacionales (Caballero y Cantoral,
2013) especificamente la comparacion (esta asociada a la accidn de establecer diferencias
entre estados, uno anterior y uno posterior, o bien, dos estados de dos fendmenos diferentes),
como por ejemplo, cuando hacen referencia a que la longitud de cada una de las espirales se
irdn haciendo muy pequerfias, lo cual esto permite identificar cambios y poder analizarlos
con base en las caracteristicas de esos cambios y lo que varia. Por otro lado los cédigos
variacionales en estas situaciones se plantean de manera verbal o lenguaje natural y en

algunos casos mediante un registro algebraico.

Fase 6: Concepciones y procedimientos en el desarrollo de las sesiones de trabajo
Previas:
Respecto a los objetos matematicos involucrados, los estudiantes tienen el manejo de

conceptos como cuadrado, sucesion, construccion (de una figura), lado, perimetro, medida,
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longitud, proceso, construccion geométrica, el célculo de los elementos de un triangulo
rectangulo, entre otros. Los estudiantes ademas desplegaron concepciones geomeétricas y

mostraron el desarrollo de visualizacion de la situacion problema.

Emergentes:

Los estudiantes han reconocido que la construccién de la espiral se puede realizar y que la
longitud se puede determinar, algunos hacen uso del diagrama proporcionado, al cual le
asignan valores para las espirales. Estos célculos los realizan en el registro aritmético, de

donde se dan cuenta de un patron de potencias de dos para el denominador.

Algunos estudiantes mencionan que no lograron encontrar el valor de las longitudes totales,

pero presentaron argumentos interesantes en su analisis de la situacion problema.

Varios estudiantes utilizan tratamientos de tipo algebraico y centraron su atencion en
visualizar con detalle la figura mostrada en el software Geogebra. De acuerdo a ello,

identificaron tres tridngulos rectangulos y argumentan calculos mediante Pitagoras.

Los estudiantes evidenciaron la vinculacion que hicieron entre el registro geométrico siendo
el Teorema de Pitagoras el elemento que ejerce de conector entre el cuadrado y los tridngulos
rectangulos que se producen al interior del cuadrado. Es asi que las longitudes de las
hipotenusas de los triangulos rectangulos constituyen elementos de la longitud final de la

espiral.

Los estudiantes afirman la posibilidad de seguir construyendo espirales de manera infinita.
Si se sigue el proceso, la longitud va disminuyendo, y esto implica indicios e ideas de

variacion en ellos. De igual forma expresaron que si se podia seguir construyendo la espiral
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puesto que la longitud de los lados formaban una serie geométrica de razén %2 y se observaba

claramente un patrén de los lados de la espiral que seguia construyéndose.

Los estudiantes hicieron calculos y obtuvieron valores, aplicando su conocimiento de
trigonometria de triangulo rectangulo. Es asi que ellos evidenciaron cierto dominio de los

algoritmos (de forma operativa) relativos al calculo de las funciones trigonométricas.

Por tanto con base al analisis de cada una de las etapas del EOS con su respectiva articulacion
de los elementos del marco teérico que incluyen pensamiento variacional (definicion
operacional, desarrollo de pensamiento variacional, procesos generales vinculados al
pensamiento matematico, elementos del pensamiento variacional, indicadores del
pensamiento variacional, entre otros) desde los diferentes elementos de analisis, hubo una
produccion sustantiva en las sesiones de trabajo propuesto, en algunos elementos como:
lenguaje, afirmaciones, argumentos y en menor escala desde las concepciones y
procedimientos adecuados para abordar la situacion problema desde el pensamiento
variacional. En particular, los estudiantes en esta sesion de trabajo no destacan, identificacion
de patrones, transformaciones, y articulacion de procesos geométricos, asi como de la
existencia de covariaciones en sus argumentos. Sin embargo, el uso del lenguaje y las
correctas concepciones de los elementos previos que demuestran tener, es base importante
para estimular el desarrollo del pensamiento variacional (Posada et al., 2006) de manera

formal.

Atendiendo a estas consideraciones se puede afirmar que los estudiantes en esta sesion de
trabajo se ubican en el nivel uno de reconocimiento segun los niveles de desempefio en

relacion al desarrollo del pensamiento variacional (Béez et al., 2017:97) que es la expresion
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del nivel primario en el desarrollo del pensamiento variacional, ya que ellos reconocen en

algunos casos la existencia y el significado de la variacion en un fendmeno modelado

matematicamente e identifican y manipulan en pocas ocasiones

procesos algebraicos y geométricos.

relaciones, patrones,

A continuacion se presenta un resumen de las producciones contenidas en las sesiones de

trabajo.

Tabla 4.0 Producciones contenidas en las sesiones de trabajo

Respues
tas
represe
ntativas

se construye
una  nueva
figura, se
reduce el
tamafio, y
entre mas
cuadrados, se
ve una
profundidad.
Si, por que se
va
reduciendo la
medida de las
figuras
mediante se
agrega una
figura dentro
de otra.
Observamos
un fractal
porque
tenemos la
misma figura
solo que a
diferentes
escalas,
también  va
formando
mas
triangulos
reducidos.
Si se puede
porque existe
un patrén de

e Cada vez que e Podemos

apreciar
circulos
dentro de
otros circulos
lo cual
provoca un
ciclo infinito
de circulos y
que se van
reduciendo,
dandole una
especie  de
profundidad
a la figura.
Si, ya que el
proceso de ir
construyendo
circunferenci
as va a seguir
indefinidame
nte; siempre
el circulo de
adentro va a
ser de menor
area que el
circulo de
afuera, y los
circulos
interiores se
van
construyendo
concéntricam
ente de
acuerdo a los

e Las

semicircunfe
rencias
interiores son
mas
pequefias que
la
semicircunfe
rencia del
exterior y la
suma de sus
areas es la
mitad de la
semicircunfe
rencia

grande,
mientras que
la suma de
sus
perimetros es
igual al

perimetro de
la
semicircunfe
rencia

original.
Sus areas
disminuyen a
medida que
las
semicircunfe
rencias se
hacen  maés
pequefias.

e Portantosu e El hexagono e (...)amedida

area es mas
pequefia
que la del
triangulo
original; de
igual
manera el
area de la
tercera
figura es de
menor
magnitud
que el area
de la
segunda
figura.

e El proceso
de construir
continuara
indefinida
mente, a
medida que
se
construyen
mas
triangulos
equilateros
dentro del
original, el
area de
estos  va
decreciend
0 cada vez
mas. Con la

original  es
mas grande
que el
hexagono
inscrito. La
medida  del
lado del
hexagono
original  es
mas grande
que la
medida  del
lado del
hexagono
inscrito en él,
al igual que
sus areas.

La relacién
existente
entre las
magnitudes
de las figuras
construidas,
es que estas
van
disminuyend
0 a medida se
van
construyendo
nuevas
figuras (...).
Las areas de
los
hexagonos se

se construyen
nuevas
longitudes en
espiral estas
reducirdn su
tamafio
(longitud) a
la mitad
respecto a la
figura
anterior.

Se puede
seguir con la
construccion
de las
espirales,
porque el
proceso  se
puede seguir
formando
infinitamente
Las
longitudes de
cada una de
las espirales
se iran
haciendo
muy
pequefias.
Se  obtiene
que en el
cuadrado las
espirales
tienen  una
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construccion circulos e Lasareasvan medida de van razén de %z en
de nueva  exteriores y  disminuyend los lados  reduciendo su longitud
figura que  sus areas o conforme (L) infinitamente  con respecto
indica que  seran la  agreguemos podemos e Las areas de  al anterior.
esto se va mitad del  mas figuras. calcular las  los
reduciendo a  anterior. e La suma de  areas Yy  hexéagonos
la mitad del las areas de  perimetros van
tamafio de su las de los  disminuyend
area. semicircunfe  triangulos o % con
rencias mas  construidos  respecto  al
pequefias es  teniendo la  anterior.
la cuarta medida de
parte de la los angulos
semicircunfe que es 60°
rencia (por ser
grande. triangulos
equilateros)
, haciendo
uso de
algunas
propiedade
S.
Cuadrado Pequefio, Disminuyen, Disminuido,  Indefinidamen Reduciendo,
interno, reduciendo, pequefias, triangulos te, indefinida, tamafio,
fractal, patron, cambiado, inscritos, sucesion, Lo
M . . . . ; afadiendo,
pequefio, infinito, figura tamario, cambiando, hexagono
reduciendo, geométrica, reducido, reduciendo, interior, mitad,
patron, patrones, patron, disminuido,  hexagono indefinida,
infinito, magnitudes, infinitos, disminuye, exterior, patron
triangulos construir n secuencia, patrones tamario, - '
reducidos, circunferencia  disminuyendo, tridngulos pequefio, Pitagoras,
teorema, S, infinito, reduccion, rectangulos,  magnitudes, reducido,
insertando profundidad, insertando, agregan, disminuyendo, formando
(dentro de otra  decreciendo, modificado, ciclo cambiando, o
Lengua figura), infinitamente  reduciendo, infinito, reduciendo, infinitamente,
Juetiliza d d_iagonal, haci:fl_ dentro, infinitas, construyend _figurgs pequefa.
o en el figura modifican, agregando, 0, infinitos Inscritas,
desarro geomeétrica, cambiando, dentro, efecto tridangulos, patrén,
llo de Patrones, disminuyendo, de medida, reducidas,
las construccion menor tamafio, profundidad, triangulo cambiado,
sesiones (de n figuras limites, modificado, equilétero, disminuido,
de inscritas), tienden a reduce, dentro profundidad,
trabajo. Mitad, infinito, proporcionalm ,grande , conjunto,
secuencia (de profundidad, ente, inscrito, construyendo,
patrones reduciendo, sucesivamente  medida, reduciendo
mediante una mayor, , internamente, menor, infinitamente,
formula), interno, interiores, pequefio, infinitas areas,
medida, datos, afiadiendo, exterior, reducen, infinitamente
formula, indefinidamen  grande, continuara,  hacia dentro,
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profundidad,
externo,
decreciendo.

te, adentro,
menor,
circulos
interiores,
circulos
exteriores,
decreciendo,
infinitos
circulos,
patrén.

subdividir,
construyendo,
divide,
subdivision,
infinitos
semicirculos.

indefinidame
nte,
decreciendo,
equilateros,
continuamen
te,
antecedente,
mitad,
infinitament
e, patrones,
gradualment
e, generando.

decreciendo,
diminuto.

Situacio
nes
proble
mas
emerge
ntes:
Afirma
ciones

e El

area del
cuadrado
interno es la
mitad del
cuadrado
externo y asi
sucesivament
e.

e Si se puede

porque existe
un patron de
construccion

de nueva
figura  que
indica que
esto se va
reduciendo a
la mitad del
tamafio de su
area.

e La primera
area LU, la
segunda  es
ELZ
2 , la
tercera seria
1|_2
4 y la
cuarta.
Observamos
que el
tamafo de la
nueva figura
es la mitad
del tamafio
de la figura
anterior.

segunda
figura es de
ar?
4y el
perimetro es
de 7 r. La
tercera
figura, el area
ar?
esde 16 yel
perimetro es
zr
de 2
Segln los
hallazgos, si
se
modificaron
las
magnitudes.
e Hay un
patron
numérico en
la
construccidn
de cada

circunferenci
a construida
la cual sera
mas pequefia
y, por lo
tanto, su area
sera menor.

o Cada vez que

se agregan

e De

e El area de la o Algunos

estudiantes
afirman que
las
semicircunfe
rencias
interiores son
mas
pequefias que
la
semicircunfe
rencia del
exterior, y la
suma de sus
areas es la
mitad de la
semicircunfe
rencia

grande,
mientras que
la suma de
sus
perimetros es
igual al

perimetro de
la
semicircunfe
rencia
original.

igual
manera
mencionan
que la suma
de las éareas
de las
semicircunfe
rencias mas
pequefias es

e Sus
perimetros
y sus areas
se van
reduciendo,
pero
manteniend
0 la
relacion
con
respecto a
L. El éarea
de cada
triangulo es
la  cuarta
parte  del
triangulo
antecedente

e La relacion
existente
entre
nuevas
figuras
construidas
€s que estas
reducen su
tamario a la
mitad
respecto a
la figura
anterior,
siguiendo
el mismo
patron en
sus
perimetros

las

los
hexagonos se
van
construyendo
infinitamente
hacia dentro
a medida que
se inscriben,
y esto sucede
con sus
perimetros y
la longitud de
sus lados.

e La figura ir4

decreciendo,

ya que el
hexagono se
construye
con los
puntos
medios de la
figura
anterior, vy
siempre
habra  é&rea
por mas
diminuto que
sea.

e El é&rea va
cambiando,
se va
reduciendo
segln se

o Afirman que e Algunos

estudiantes
afirman que a

medida  se
construyen
nuevas
longitudes en
espiral estas
reducirdn su
tamafio
(longitud) a
la mitad
respecto a la
figura
anterior.

(...) cada vez
que se va
afiadiendo
una longitud
en la espiral,
se va
reduciendo a
la mitad.

Las
longitudes de
cada una de
las espirales
se iran
haciendo
muy
pequerias.
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e Si porque el mas circulos la cuarta y éareas, ya inscriben
proceso de  concéntricos, parte de la  que se  mas figura.
construccion cada circulo  semicircunfe puede
va a seguir va rencia grande  dividir los e Sus areas se
indefinidame disminuyend yque lasuma  triangulos van
nte. Siempre 0 en sus de las areas infinitamen  reduciendo,
el cuadrado  medidas; el de los cuatro te. seglin se van
de adentrova  éarea de las  semicirculos, afiadiendo
a ser mas circunferenci  resulta igual figuras
pequefio que asescadavez  queel &reade inscritas.
el cuadrado  maspequefio. uno de los
de afuera, y dos
los cuadrados semicirculos
interiores se anteriores
van que estan en
construyendo el interior del
en los puntos primer
medios de los semicirculo.
lados de los
cuadrados
exteriores, Yy
seran la
mitad del
anterior las
medidas de
sus areas.
Visual- eDeductivo - e Varios elos elos oSi se puede
deductivo, intuitivo, estudiantes estudiantes estudiantes en realizar la
referido por la referido por la  argumentan argumentan  general construccion
observacién de observacicj)n de que han que si se presentan de la espiral de
la figura 2 figura comprobgdo pod_rla argumentos manera
propuesta y la propue§t,a y la  que las areas realizar _,Ia con 1ndeﬁn1fia...,
deduccién  de deduccion de  se van construccién caracteristicas el patrén que
las las reduciendo de n figuras variacionales:  obtenemos de
ropiedades propiedades y  cada vez que porque cada la longitud
prop o Y caracteristicas se afladen vez que se eReconocen espiral  seria:
caracteristicas  yjarjacionales.  mas aflade  un algunas \/g
variacionales: semicircunfe  triangulo va propiedades =—
e Varios rencias. De cambiando particulares 2"
oSi se puede estudiantes igual manera sus del hexagono
orque existe reconocen el argumentan  magnitudes. regular y SU ,\/arios
porque patron la  relacion descomposicié di
un patréon de - . .~ estudiantes
L numérico de la  existente eEn la n. Sin
construccion . ., argumentan
serie entre las construccion  embargo, ;
de nueva - - . que mediante
figura que geométrica. EI  semicircunfe  siempre se presentan en el proceso de
LI reconocimient rencias y el podra seguir su actividad |
indica que esto , . sacar as
se va © del patron  proceso de calculando registros  de longitudes de
. numérico (1/4)  subdivision las areas, tipo algebraico ;
reduciendo a la | de estas (met h Ia_ espiral
mitad qe| 0 expresan : perimetros y 'y ~ hacen  qyiste un
~ mediante el lados ya que tratamientos .
tamafio de su - . e patron.
Area La registro de e Ellos siempre se ensu interior.
primera  area Learlgtgje ue g umentan (F:);I?:(iﬁar la oL eLos
2 'Y 4 que, en == oS estudiantes
) la se pueden  efecto, al mitad de estudiantes

251



Situacio segunda es construir sumar los cada reconocen la argumentan
nes 1 ir]finitos perimetrosde magnitud y razon de la que se puede
proble 2 latercera circulos dgntro las - siempre serie (r=3/4)y sequir con la
mas YT de la figura  semicircunfe habra que esta va construccion
seria 4 ,yla original, ya rencias que triangulos disminuyendo  de las
€METPE  cuarta. la medid de inscrit toal espiral
. que la medida  surgen e inscritos con respecto al  espirales,
NES:  oE| tamafio de de sus dreas y  cada infinitament ~ valor anterior porque el
Argume |3 nueva figura longitudes subdivision  e. y efectian el proceso se
ntos es la mitad del siempre puede se  obtiene célculo puede seguir
tamafio de la dividirse. una longitud elLa relacion mediante la formando
figura anterior. del perimetro  existente formula para infinitamente,
Sus areas van eArgumentan igual a la entre las ello. de igual
cambiando que el proceso  semicircunfe  nuevas manera
mediante se va  de ir  rencia figuras eCon respecto concluyen que
insertando construyendo anterior, 0 construidas al éarea, ellos las espirales
dentro de otra circunferencia  Sea, la es que estas sostienenquea tienen una
figura  (...), s va a seguir  semicircunfe reducen su medida que se razén de % en
también se va indefinidamen  rencia tamafio a la van su longitud
formando mas te; siempre el  subdividida.  mitad construyendo con respecto a
triangulos circulo  de respecto a la  mas la  longitud
reducidos. adentro va a figura hexagonos anterior.
eEl area del ser de menor anterior, inscritos, estos
cuadrado area que el o Deducen que siguiendo el van
interno es la circulo de  se obtendra mismo reduciendo
mitad del afuera y los  unvalorigual patronensus infinitamente.
cuadrado circulos al del 4rea de perimetros y Para ellos,
externo y asi interiores se |a  primera areas. Los entre ma&s
sucesivamente  van figura, es estudiantes hexagonos se
Entre mas construyendo decir, que si encuentran construyen, las
figuras concéntricame se suma las una relacién longitudes de
aparecen mas nte de acuerdo  4reasde los 2 de las areas los lados del
se reduce. (...) a los circulos  semicirculos cada vez que hexagono y su
y entre mas exteriores Yy  construidos se dividen area
cuadrados, se sus areas seran  en la segunda los disminuye.
ve una la mitad de la  figura, dardel triangulos.
profundidad. figura anterior.  4rea de |la
primera y asi
sucesivament
e.
eLa mayoria de eReconocen el e“Si se han eLos ¢ Algunos eLos
estudiantes patrén modificado estudiantes grupos de estudiantes
muestran que vinculado que por que cada identifican estudiantes han
comprendiero  en los circulos vez se reduce un patrén en calculan las reconocido
n los sus areas van mas y mas las areas sumas de las que la
procedimiento  disminuyendo cada calculadasde é&reas de varios construccion
S de un cuarto magnitud, los hexagonos que de la espiral se
construccién,  respecto a la mientras mas tridngulos, la les  permite puede realizar
ya que figura semicirculos cual les deducir en la 'y que la
explicitaron concéntrica se agreguen ayuda a periodicidad longitud se
que siempre anterior y lo mas se hacen identificar la de un patron puede
existe un manifiestan pequefios”. En  serie para lograr determinar,
patron de mediante el esta geométrica.  reconocer la algunos hacen
construccion registro de afirmacién se eVarios serie uso del
de una nueva lenguaje reflejan estudiantes geomeétrica diagrama
figura que natural. elementos se aproximan que les permite  proporcionado
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Concep
ciones y
procedi
mientos
en el
desarro
llo de
las

sesiones
de

trabajo.

indica que su
magnitud
(area) se
reduce a la
mitad con cada
construccién.
En el mismo
orden de ideas
los estudiantes
atestiguan que
la
construccion
de cuadrados
es infinito.
e Algunos
grupos
estudiantes
hicieron
célculos y
encontraron
patrones en las
longitudes de
los cuadrados

de

inscritos.  El
grupo G4N4 se
percataron de
la existencia
de los
primeros
cuatro
términos de un
patrén
aritmético vy
logrando
establecer una
formula
algebraica
general
acercandose a
una relacion
funcional del
lado, para
cualquier
cuadrado
inscrito en
términos  de
nz[ﬂ]L
lado \?

elLos
estudiantes
entienden el
proceso de
construccién
mediante el
empleo del
infinito en
variados
registros, los

cuales afirman
que se puede
construir una 'y
otra y otra
circunferencia

concéntrica a
la primera y
siempre se
puede seguir
haciendo este
proceso.
elLos

estudiantes
recurrieronala
visualizacion
cuando
construyeron
circunferencia
s concéntricas
y  dedujeron
patrones de la
construccion.
eDe igual
manera  usan
como medio el
software
Geogebra para
realizar dichos
procesos  de
visualizacion,
donde tal
empleo
visibiliza 0
complementa
un
acercamiento a
las
construcciones
geométricas.

variacionales;
como ser
codigos
variacionales y
al equiparar las
longitudes vy
magnitudes de
las
semicircunfere
ncias, asi
como la
aproximacion
a la nocion del
concepto  de
infinito.
e“Se obtendra
un valor igual
al del area de
la primera
figura, es
decir, si suman
las areas de los
2 semicirculos
construidos en
la segunda
figura, eso les
dara el area de
la primera
figura y asi
sucesivamente
”. Atendiendo
a estas
consideracione
S, se ve
evidenciado la
variacion  ya
que los
estudiantes
alcanzan
establecer
relaciones
congruencia
entre
semicirculo
original y los
dos
semicirculos
que resultan al
subdividirse,
es asi que
dedujeron un
patron
particular
las
semicircunfere

de

el

de

a la
resolucion
por una
estrategia de
visualizacion
expuesta
anteriorment
e en el marco
tedrico. Ellos
toman el
triangulo
original que
se les
proporciona
y lo
subdividen
en triangulos
congruentes
y asi
sucesivamen
te como sea
necesario.
Este trabajo
geomeétrico
gue efectlan
los
estudiantes
da evidencia
que utilizan
ideas
variacionales
, ya que se
percatan que
el proceso de
construccion
sigue y lo
maniobran
con ello
haciendo uso
del registro
geomeétrico.
o0 mismo se
aprecia
mediante el
registro
aritmético,
donde
escriben
expresiones
y cantidades
diferentes a

la figura
inicial segun
la

construccion

calcular las
respectivas
sumas
infinitas.

oEl grupo
nldmero uno de
estudiantes

encuentra el
area de
algunos
hexéagonos

apoyandose en
la
descomposicio
n de triangulos
rectangulos
con ayuda de
Geogebra y a
la vez recurren
a la
visualizacion,
ya que hacen
uso de la
visualizacion y
descomponen
el  hexagono
original.
elLos
estudiantes
reconocen
relacion
congruencia
existente entre

la
de

la altura del
triangulo
anterior 'y el
lado del
triangulo
posterior  en

cada uno de los
calculos de los

hex&gonos.
Ahi se
evidencia que
hay

conversion de
registros, entre

el registro
geométrico 'y
algebraico
cuando los
estudiantes
logran

vincular dicha

, al cual le
asignan

valores  para
las espirales.
Estos calculos
los realizan en
el registro
aritmético, de
donde se dan
cuenta de un

patron de
potencias  de
dos para el
denominador.
elos
estudiantes
afirman la
posibilidad de
sequir
construyendo
espirales  de
manera
infinita. Si se
sigue el
proceso, la
longitud  va

disminuyendo,
y esto implica

indicios e
ideas de
variacion  en
ellos. De igual
forma
expresaron

que si se podia
seguir
construyendo
la espiral
puesto que la
longitud de los
lados
formaban una
serie
geométrica de
razén % y se
observaba
claramente un
patron de los
lados de la
espiral que
seguia
construyéndos
e.
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ncias; cadavez que relacién de
que dividian efectuaron congruencia.
un semicirculo en el ambito
obtenian dos geométrico.
semicirculos, Igualmente
estos sumaban reconocieron
la longitud patrones que
(perimetro  y les
areas) igual al permitieron
semicirculo identificar la
anterior. serie
geométrica y
calcular la
suma de lo
solicitado.

Fuente: Elaboracion propia

4.3 Prueba final

Se confecciond una prueba final (Ver anexo 4) de acuerdo al trabajo realizado en las sesiones
de trabajo la cual fue disefiada para ser contestada de manera individual por los estudiantes
en un lapso no mayor de dos horas. La prueba se conformo por doce preguntas cuyo objetivo
principal fue valorar los desarrollos estudiantiles y determinar los elementos de pensamiento
variacional que obtuvieron en su desarrollo, ademas se les invito a realizar comentarios desde

un punto de vista variacional.

Para la seleccion adecuada de las preguntas, de acuerdo con el enfoque teérico utilizado, se
adoptd una mirada holistica sobre el objeto matemaético y su significados, la cual lleva a
pensar no en un objeto simple, sino en un sistema complejo formado por partes o

componentes que deben articularse o conectarse entre si (Rondero y Font, 2015).

Analisis Ontosemiotico
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A continuacién se presenta un analisis de los elementos considerando los elementos del EOS:
lenguaje, situaciones problema, definiciones, procedimientos, afirmaciones y argumentos,
desarrollados por los estudiantes en el contexto de las actividades propuestas en la ejecucion
del curso y analizadas en este trabajo, que se espera sean activados en la solucion de la tarea

propuesta.

Fase 1: Se responde a las preguntas

Se responde a las preguntas ¢Qué problemas y practicas realizan los estudiantes en el

desarrollo del trabajo analizado? ;Como se relacionan las distintas etapas del desarrollo?

En la pregunta uno, en general se les consultd que recordaran de las tareas del instrumento
uno si podian sumar las areas de todos de los cuadrados construidos y a cuanto equivalen
esos valores. Los estudiantes se focalizaron en la comprension de la situacion propuesta y
algunos estudiantes presentaron una representacién figural y algunos argumentos verbales
para justificar el desarrollo de la situacién propuesta. En la pregunta dos se les interrog6 sobre
el instrumento dos v si serian capaces de sumar las areas de todos los circulos concéntricos
construidos y a cuanto equivale y equivalen esos valores. De igual manera, en la pregunta
tres se les consulto respecto al instrumento tres, si podrian sumar las areas de todos los

semicirculos construidos y a cuanto equivalen esos valores.

En cuanto a las preguntas cuatro y cinco se consulté si para ellos seria posible sumar todos
los perimetros de las figuras construidas en los instrumentos ndmero uno, dos y tres. Asi
cémo a cuanto equivale el valor en cada uno de los instrumentos aplicados y si hay algun
patrén en las magnitudes de las figuras en los instrumentos antes mencionados. No obstante,
en la interrogante namero seis se les solicitd a los estudiantes en cuanto a que diferencias
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podian encontrar en el instrumentd uno y en el instrumentd dos, o en el instrument6 dos y en

el instrumento tres; en que se parecian y cudles serian sus similitudes.

Se pudo constatar en las interrogantes que algunos estudiantes evidenciaron diferentes
elementos variacionales en sus afirmaciones como ser: reconocimiento de patrones Vasco
(2006), momentos de pensamiento, variaciones , utilizacion de registros Duval (2006),
actividades al interior de un registro, conversion entre registros, codigos variacionales,
estrategias variacionales, procesos generales vinculados al pensamiento matematico, nocién
del infinito Mendoza (2013), identificacion de objetos matematicos (poligonos, cuadrados,
sucesiones, dimensiones) empleo de algoritmos. En cuanto a los procedimientos y
argumentos se visibilizan las estrategias variacionales Caballero y Cantoral (2013)
especificamente la comparacion, por ejemplo cuando hacen referencia a como el perimetro
va disminuyendo respecto a la del cuadrado anterior o al del circulo, esto implica que hay un

reconocimiento de patron, ademas se visualiza la situacion propuesta.

Respecto a la pregunta siete se les consultd sobre el trabajo realizado en el instrumento cuatro
y si podian sumar las areas de todos los triangulos equilateros inscritos construidos y a cuanto
equivalen esos valores. Asimismo en la pregunta ocho se les interrog6 sobre el instrumento
cinco y si serian capaces de sumar las areas de todos los hexagonos inscritos y a cuanto
equivalen esos valores. De igual manera, en la pregunta nueve se les consulté respecto al
instrumento seis, si podrian sumar las distancias de los extremos de los segmentos que

componen la espiral al centro del cuadrado y a cuanto equivalen esos respectivos valores.

En consecuencia en las preguntas diez y once se les consulto si para ellos es posible sumar

todos los perimetros de las figuras construidas en los instrumentos nimero cuatro, cinco y
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seis, asi como a cuadnto equivalen esos valores en cada uno de los instrumentos aplicados y
si hay algun patron en las magnitudes de las figuras de los instrumentos antes mencionados.
Sin embargo, en la interrogante nimero doce se les preguntd a los estudiantes en cuanto a
que diferencias podian encontrar en el instrumento cuatro y cinco, o en el instrumento cinco

y seis; en que se parecian, si hay patrones parecidos y cudles serian sus similitudes.

En las interrogantes se observan diferentes estrategias y representaciones figurales, ademas
de argumentos que muestran con detalle los trabajos en la situacion planteada. En esta
situacion se refleja con base al desarrollo de pensamiento variacional en las sesiones de
trabajo, procesos generales vinculados al pensamiento matematico, elementos del
pensamiento variacional, indicadores del pensamiento variaiconal, entre otros, donde la
articulacion entre los registros de representacion es una manera de Vvisibilizar las
producciones de los estudiantes mediante cddigos variacionales ligados a procesos de

reflexion y visualizacion que el software Geogebra permite desarrollar.

Los estudiantes relacionan propiedades y reglas siguiendo argumentos deductivos
informales, reflexionan matematicamente y usan el lenguaje matematico para argumentar la
solucion de problemas sin llegar a formalizar la definicion de serie geométrica. La
visualizacion fue vital durante toda la sesion, puesto que al construir de manera grafica, varias
veces les permitié observar con mayor detalle el tamafio, las caracteristicas de cada cuadrado

construido y de este modo deducir, comparar las areas de los mismos.

En las sesiones de trabajo uno, dos, tres, cuatro, cinco y seis se encontré en alguna medida

que los estudiantes utilizaron algunos elementos variacionales como ser: utilizacion de
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registros de representacion Duval (2006), actividades al interior de un registro, conversion

entre registros, codigos variacionales , estrategias variacionales y empleo de algoritmos

Fase 2: Producciones de los estudiantes del grupo que son representativas de las

interacciones surgidas al enfrentar las situaciones y preguntas problema
Pregunta Uno

El:

Figura 14- 45 Suma de las areas de los cuadrados inscritos obtenida por el estudiante uno referente

a la pregunta uno
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Racer de maners indefirnda, ¢ Seriay Sy o233 aes
R I e S e T ST
Area) 2) suma- (% fal® o Fo(* 0 TP T
z _
‘/:L'- 2 2 ArasTotglss » ¢ 12l v el ¢ '/t:." e r\‘t
N
Sal> 3 " 3 equvalt —= ¢ . _a L =" L\
2 ’ pi=t 1-'h
g7

"”7ahm s (_i';)l_z

Pgut pcomMos o paton \—‘1-.5\-’

—&tn 0 «'@'IJ‘J
PP e L

\a sumnma e Bl Ta & b

»ountu
En o 4ci1coV Pret
Fuente: Con base a los desarrollos mostrados por los estudiantes
E2: Si una vez calculando el valor de cada area de cada cuadrado inscrito se procede a sumar

cada uno de ellos. La suma de las areas de los cuatro primeros cuadrados construidos da como

2

2
resultado S, =5 La suma total de todas las areas de los cuadrados es S = — 21,
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E3: Si se pueden sumar las areas de todos los cuadrados construidos,

A:L2+%L2+%L2+é L>+.., su factor es L y su razén= %, por tanto
L 4
S = i = = — L2
1-r , 1 3
4
E4:
Figura 14- 46 Suma de la serie geométrica obtenida por el estudiante cuatro referente a la pregunta
uno
2 1 ) l ] l = g i )
L, Ca G e[t = 15 /_—@'_ﬁﬁ_ﬁ
y =
Ly ( N
Los areas)- L 4% '+ R - A e
o Log o) AL oWt 510 g g N
gty LS A-{ 1 h
| = \
/s L /1\905' S L;‘ “ﬂ‘p) w chmja/

Fuente: Con base a los desarrollos mostrados por los estudiantes
E5:

Figura 14- 47 Célculos y conclusiones de la suma de la serie geométrica obtenida por el estudiante

cinco referente a la pregunta uno

Sl EaE R ST T e

A-(nS’- (r_,._‘ l ‘( ‘ ' S TS
L A 1 P LS 1-(
i fidos v areas = L4 SL AL HIL. -

— r 4 9 i L\:Lk’, /
4 S- e 1,L1' L"‘ Vatecn
it = :

’ ¥

e
—

~ ! \| ( A‘
R): Puimeiamende la sumeteird de lodas las arcas da como fewlta
Jc < Lt"’ (V!"' la ",\“,g\/.-‘tt'(s f'l\(l."'tc“l e L €5\ M Y telecamas

e 7‘ | Gus peastvot, la feimala de lay suetalonan i |

[ XL P § (wf\
U(o»‘uzmo« "\Jt- (0 W L1

Y lo vaTen oo que Ve Ae 1—1: Vor \a 'L'd‘ ((
leLdo'n (R (%\\L/L.

Fuente: Con base a los desarrollos mostrados por los estudiantes
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E15: En el instrumento #1 se encontraron los valores de los primeros 4 cuadrados

construidos, el patron de construccién de cada area es 2_1n L2, siendo el total de la suma de las

areas es 2L°.

E16: Para encontrar la suma del area total de todos los cuadrados donde a=1 y r=1/2

utilizamos s =1i=i|_2 —=2L2.

2
E17: De la misma forma que hay mas cuadrados dentro del primero de lado L, el area de
estos ird decreciendo a medida que se van construyendo. Asi como sus perimetros y la

longitud de sus lados.

Pregunta Dos

El:
Figura 14- 48 Patron de las areas de los circulos concéntricos obtenido por el estudiante uno

referente a la pregunta dos

= ;.:;:: ;" -.,‘. .m'.m;;""'s:';” capaz desumu las dreas de cada uno de los circulos =
construidos? ¢Puedes sumar las dreas de todos los circulos concéntricos construidos? ¢A cudnto equivale y
equivalen esos valores? : ' '1 o
’71 .___'Tr y
e ) soma < 170t ST 4 45T S
e o, Ot \0d
i } ¥- Dieoem y\tﬁma Loreoraas VAl Ow o
- O W \© o
-,'l'ﬁ = ’-,;MD ‘\\\0)4\'\)3 Ad enevd, ree 4o U
; I
- ’L 3
127 » 3773010 LY o2 r’*f“;,""ﬁ'n!,—'“----ﬂ
& 2)_ Surqo Gt O1C0S* T = e
'
/2 T —947795’3 P(T})U) ® n( l27 b 58 PJ{A/ )
w4 h
¥ ¢oge sena ¢l patron del ) astrobadr

Fuente: Con base a los desarrollos mostrados por los estudiantes

E5:
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Figura 14- 49 Patrdn de las areas de los circulos concéntricos obtenido por el estudiante cinco

referente a la pregunta dos
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Fuente: Con base a los desarrollos mostrados por los estudiantes

E6: Si podemos sumar las areas de cada uno de los circulos concéntricos construidos,

= xr?

A, B SR R S =§ﬂ'r2, donde a=7xr’y r=64—=1, la suma de

4 16 64 64 1 , 2
= zr
16
) ar’ ot 4,
todas las areas S = =——=—n7r
1 3 3
4 4

E10:
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Figura 14- 50 Suma de la serie geométrica obtenidas de las circunferencias concéntricas por el

estudiante diez referente a la pregunta dos

equivalen esos valores? ‘ J |,y 000"
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Fuente: Con base a los desarrollos mostrados por los estudiantes

E13: Segun los trabajado en el instrumento #2 si se podrian sumar dichas &reas. La suma total

de todas las figuras inscritas es Sy = —— = = § zr

E15: En el instrumento #2 calculamos el valor de las primeras 4 circunferencias, y en los

zr?  xr?

cuales encontré 2 patrones para la construccion de cada area, PERET

E17: Para que el proceso de construccion de las circunferencias continde indefinidamente,

todo depende de sus medidas y el proceso de construccion.

Pregunta tres
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E1l: Sea d el diametro de la primer figura (semicircunferencia), entonces el area de las

primeras cuatro figuras es

nd? nd? , nd? : nd? -
F, = F,= T — 2 figuras, F3:a—>3f|guras, F4:ﬁ—>4flgura8,..., donde el

2
T -
patron encontrado seria o entonces la suma de todas las areas de los semicirculos

) ) zd?
teniendo que ﬂ(E+}+i+i+ j con <’:1=ﬂ 1 serfas =—2 _ ,q°
278 s ) 2 V'Y I

2

E2:
Figura 14- 51 Suma de la serie geométrica de las semicircunferencias obtenidas por el estudiante

dos referente a la pregunta tres

3. Recuverda el inmstrumento #3 donde calculaste ¥ contestaste que efectivamente la construcaon se puede
hacer de manera indefinida, (Serias capar de sumar las sreas de cada Uno de los semicirculos construsdos?
<Puedes sumar  las dreas de todos 10s semicirculos construidos? (A CUAMO equivale y sguivalen e30%
valores ?

[,o- Sommo Ae \o> arteas Se \o> sen?\c.nu‘cn

<
B : a2\ .6 (85.9°
2\ 4 T ‘z)*_.“- 3 )4"“‘ 2-\-=
4 (%) (< ) - a- ‘W<*_f—>
=3
(a Somo \o-\o\ de \o> CAQS\MOD €es Z
Y= Yl y
=] 2_ ] Sitacs
A{») i d3 1+ ’s * 3 * ' ?0\ \o Aoel o S0 pamer e 4
“ 25 2 2 & e
A

2
tod = "ﬂ‘/‘jd‘!') = T“Zijz} = Tf’(d2> Y e\ seguedo \Jo\o(;zae
T '/4./ -3/1./ G \G SverQ eS-'WK_E.)

Fuente: Con base a los desarrollos mostrados por los estudiantes
E15: En el instrumento tres se obtuvo el valor de las areas de los primeros cuatro

semicirculos. Se encontraron dos patrones para la construccion de cada area el cual es

7d* zd* zd® zd®>  7d? . .
416 64 256 o7 ; la suma total de todas las areas de los semicirculos es zd”.
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E16: La suma total de las areas del instrumento tres es

2
entonces Suma total = 7d =E7rd2,
1- 1 15
16

E17: Al seguir construyendo semicircunferencias, la primer semicircunferencia de diametro

D y los que estan dentro de ella, van decreciendo en su tamafio, y en sus medidas a medida

se van afladiendo mas. El diametro de las semicircunferencias es cada vez mas pequefio.

Pregunta cuatro

E7:

Figura 14- 52 Suma de los perimetros de los infinitos cuadrados, circulos y semicircunferencias

obtenidas por el estudiante siete referente a la pregunta cuatro

4. (Seria posible sumar todos los

)C ()(’nmc"‘voc Jc‘ cm'oJo

perimetros de las figuras construidas en los instrumentos numero 1, nimero

2, nimero 3? £A Cudnto equivale el valor en cada ung de |
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Fuente: Con base a los desarrollos mostrados por los estudiantes

E4: La suma de todos los perimetros de los cuadrados del instrumento uno no es posible

realizarla, debido a que no se le pudo encontrar un patron.

E11l:
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Figura 14- 53 Suma de los perimetros de los infinitos cuadrados, circulos y semicircunferencias

obtenidas por el estudiante once referente a la pregunta cuatro
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Fuente: Con base a los desarrollos mostrados por los estudiantes

E17: Siempre la medida de los perimetros de cada figura interior va a ser mas pequefio que

el exterior y sus lados son la mitad de las figuras correspondientes antes mencionadas.

E13:

Figura 14- 54 Suma de los perimetros de los infinitos cuadrados, circulos y semicircunferencias

obtenidas por el estudiante trece referente a la pregunta cuatro
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Fuente: Con base a los desarrollos mostrados por los estudiantes
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Pregunta cinco

Instrumento 1 Instrmento 2 Instrumento 3
, _( j ) . r? . md?
area=| — | area= area=

2n n 4n

E1: Los patrones encontrados
, , 27r
Perimetro = patron p=-" P:”—OI
2" 2"

no encontrado.

E16:
Figura 14- 55 Argumentos descritos mediante registro verbal del estudiante dieciséis referente a la

pregunta cinco

S. ¢Observas algin patron en los perimetros y dreas de las figuras en 103 iNsTUMENTOS W1, BTy 37 | d 1
L] piirntr penraedio np cottient otrén N eN el denom

r\a‘lnr A LN ry| “‘U/"’('C'CIOV,Cs“e €s ‘C‘ dd C‘,}Q(J’adO'

. . .
Rtegn e rveoelm 21r Padtcen orea wedrador L

i Y ) , T~
2//,4,: P el s " ?avlro'n drcG circvlo a
g ,0'%J N0)

L Pben Srensciniarmpeer
2 2“(‘4)‘J

Fuente: Con base a los desarrollos mostrados por los estudiantes

E17: Todos las figuras van presentando un decrecimiento que puede ser establecido por
medio de un patrén. Por tanto se puede conocer el area y perimetro de cada una de las figuras

al saber la medida del lado inicial de cada una.

Pregunta seis
E1: Se tiene que la razon en los patrones de las areas de los instrumentos uno, dos y tres es

Y 'y varia segun la figura.

E4: En los patrones encontrados dependiendo de las medidas, el factor puede cambiar,

mientras que la razon de %2 se mantiene igual en las areas.
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E6: Se encontraron variaciones en los instrumento #1 y #2.

E13: Considero que en los tres primeros problemas, en sus areas y perimetros hay variaciones

y van disminuyendo.

E17: Las similitudes entre las figuras de los tres primeros instrumentos es que se pueden

encontrar y calcular infinitas areas y perimetros en las figuras dadas.

Pregunta siete

El:
Figura 14- 56 Suma de la serie geométrica de los infinitos triangulo obtenidos por el estudiante uno

referente a la pregunta siete

puece

7 Recuerds el 0 84 donde calcul Vcofnntuuqmdmwmﬂ“"mw“uum

W“"“‘Wd&ormawuwm‘nnauawdcmmww 2 A

Inscritos construidos ?, ¢Puedes sumar las dreas de todos de los trisngulos equildteros construidos |
Cudnto equivale y equivalen esos valores?

At 1) Suma A Faca 7= 2
737 ¢t N AN Py PR U A 55 5 S
Fo o R

23 i
e 2)__432&5 J?L'ﬁ.\r?t‘a___‘!? L

3! .2 q . o bd 2s

eq Fatron =(J5 )Lz e (_’%E_:-)LQ

3 . ? 2

Zsé

3. wmoTotal - 31 A3 *
2). wmo /__z__.-~ _'z_..--f‘;'l."

7 =t
‘ ¢ qreas o2 las 4
r= L = Piinyrd Pregarta , Semamos 1959 4
7 hquas <1 2l <1 }cs_{bi’cz

2 3 2 ﬁ;} 2
*_S/gmz/a ?;(gmﬁ’/, 21 pohron $ria 2_,.,,,)‘ o (’Hn y 3
Recuerda el instrumento S donde cateuiact .10, 21000121, (0 St toter] oy 40dns los areas 2y o5

Fuente: Con base a los desarrollos mostrados por los estudiantes

E2: Encontré el area de los primeros 4 triangulos inscritos para encontrar el patrén de cada

ey

3
area 2—\/;L2, y la suma total que es S =2—1=x/§L2.
1-=
2
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2 . p . .
E5: \/§L seria la suma de todas las &reas, ya que en el instrumento 4 realizamos la suma de

los primeros cuatro tridngulos encontrando su patrén.

ﬁ L2
3
E7: La suma total de todos los triangulos construidos es S = 4—1 = 3 L, donde el factor
1-=
4

a= y larazén= L
1
E11:

Figura 14- 57 Célculo de la razén y de la suma de la serie geométrica de los infinitos triangulos

inscritos obtenida por el estudiante once referente a la pregunta siete

Somo &e\ ovea de \o Yongulos

£L +\/—L’4 NEL 30:35\/—L?-

l.u S luxa\ Tt o \/5 (2 X= Yy
/Ié_\l:_é. "?(' "-ZLq +—er+ 2'5) 50 p‘\mcq uo\or es= L\/:—L
e EV e 8 e “—\,J’L
“‘O" e Ll =_ 3 3

o
3
-y 2N

Fuente: Con base a los desarrollos mostrados por los estudiantes

E17: La construccion se podra construir hasta llegar a un triangulo de lado infinitamente

pequefio, 0 sea que Su area sea que casi hada.

Pregunta ocho

El:
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Figura 14- 58 Suma de la serie geométrica de los hexagonos inscritos obtenido por el estudiante uno

referente a la pregunta ocho
hacer de manera indefinida, ¢Serias Capaz de sumar 1as areas de Cada uno de 10s hexigonos inscritos

’ construidos ? ¢ Puedes sumar las dreas de todos los hex3gonos inscritos construidos? ¢A cusnto equivale y
equivalen esos valores? b
Aira l)SuIH(/ dr hrca e L
P 3*/3L4-‘7-/—_,L+234 L*zzsul”&fj—j
2
3 1o hguna .
3171’? : %)No se enewntra ¢l pafron dzlarea o4 q
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2‘ = 5 !3 4 —
. 2 = 12 B e
STV
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z
PR ?,fyf,fy - -somonmas 4l a,,o d//m ecotros -/:zswu.) b T
— sequda Trequei’a = 1o se enceentra 2] vn asl arva de lo Hguwo
“Trirero Prequ?d- la Suma ditodas las eteas +s o3 L2,

Fuente: Con base a los desarrollos mostrados por los estudiantes

E8: En los términos tanto en el numerador como en el denominador, no contienen una

similitud en la secuencia del calculo por tanto no se puede calcular un patron para el enésimo

término.

E11: La suma de las primeras tres areas de los hexagonos inscritos es

3V3 93 273 793
V3 >+ V3 >+ 3;/_ 1> = V3 L*, luego la suma total de las areas hasta la enésima es:

3J§L2 5
3 33
3\/_ J_Lz 3 \/§L + =2—=6\/§L2, donde el factor <’:1=TL2 y la

Aot 3 5
2 2 1_§

razon r es r:%.

E15:
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Figura 14- 59 Conclusiones mediante registro aritmético y verbal del estudiante quince referente a

la pregunta ocho
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Fuente: Con base a los desarrollos mostrados por los estudiantes

E17: En la construccion cada vez el lado de cada hexagono disminuird a la mitad, si el lado

y asi sucesivamente. Se pueden calcular las areas de los hexagonos 3J3 L2, 93 L2, 273 12
2 8 32

y continuar este patron hasta el area del enésimo hexagono construyendo hasta los infinitos

hexagonos.

Es asi que las sumas de las areas de los infinitos hexagonos calculando la suma con la serie

geométrica, donde el area total de los infinitos hexagonos es 6./3L2.

Pregunta nueve

El:
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Figura 14- 60 Célculo del patron y de la suma de la longitud de la espiral construida por el

estudiante uno referente a la pregunta nueve

hacer de manera indefinida, ¢Serias capaz de sumar las distancias de los extremos de los segmentos que
componen la espiral al centro del cuadrado que construiste?, ¢Puedes sumar las distancias de los extremos
de los segmentos de la espiral que construiste? ¢A cuinto equivale y equivalen esos valores?

oyt ) J5t, d5 e, Iseedst e o3 L
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Z
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Fuente: Con base a los desarrollos mostrados por los estudiantes

E4: Realizando las mismas operaciones de las anteriores en las sesiones de trabajo

respectivas, encontramos que las primeras 4 longitudes de la espiral son:

B B B, B,

5
EE R NaET) el patron encontrado es ?L, y el total de las sumas hasta la

“n” es Suma—LZZ 5:J§

E10:
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Figura 14- 61 Célculo del patron y suma de la longitud de la espiral construida por el estudiante

diez referente a la pregunta nueve
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Fuente: Con base a los desarrollos mostrados por los estudiantes

E11: La suma de las primeras cuatro distancias de la espiral son

Dzﬁ £L \/_ \/_L:%L
2 16

donde la suma total estd dada

1 . S
Dy = 1+ _+_+_+'"+_”j’ y al calcular la serie tenemos el factor a=——L y la
2

2 22 2 2

235
3

razonres r = 7 entonces D, = =

E9:
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Figura 14- 62 Suma de la longitud de la espiral construida por el estudiante nueve referente a la

pregunta nueve
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Fuente: Con base a los desarrollos mostrados por los estudiantes

Pregunta diez

E4:
Figura 14- 63 Suma de los perimetros de los tridngulos, hexagonos y cuadrados por el estudiante

cuatro referente a la pregunta diez
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Fuente: Con base a los desarrollos mostrados por los estudiantes
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E16: En la figura del hex&dgono, no encontramos un patron determinado ni razon, Por lo tanto

no encontramos la suma total de los perimetros.

E17: Suponemos que las razones encontradas que conforman la figuras en los tres
instrumentos son semejantes entre ellos ya que tienen el mismo denominador con sus
respectivas potencias y cada uno es proporcional hasta cierto limite.

E10:

Figura 14- 64 Célculo de las razones y suma de la serie geométrica de los infinitos triangulos,

cuadrados y hexagonos inscritos obtenidos por el estudiante diez referente a la pregunta diez
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Fuente: Con base a los desarrollos mostrados por los estudiantes
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Pregunta once

E1: Los patrones encontrados

Instrumento 4

Instrmento 2

Instrumento 3

area= [g} L2 area=patrdén no encontrado. area= ---
P= 3 Perimetro = patrén P= ﬁ L
2" 2"
no encontrado.

3

3
ES5: El patrén del area de los triangulos inscritos es (F] LZ, y el perimetro 2—nL. De la

figura hexagonos inscritos no se encontr6 un patron definido respecto a su area o perimetro.

En cuanto a la figura del cuadrado donde se dan longitudes de una espiral; el patrén de su

] . D L
perimetro seria ? .

E7:

Figura 14- 65 Célculo de patrones de las sumas de areas construidas por el estudiante siete referente

a la pregunta once
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Fuente: Con base a los desarrollos mostra

dos por los estudiantes
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E10: Lo que observamos en relacion a los patrones encontrados en las sesiones de trabajo es

que el denominador es comun y es 2", mientras que el numerador es el Unico que cambia y

no son comunes sus valores.

E11:
Figura 14- 66 Calculo de patrones de las sumas de los perimetros y areas construidas por el

estudiante once referente a la pregunta once
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Fuente: Con base a los desarrollos mostrados por los estudiantes

E17: Todos las figuras van presentando un decrecimiento que puede ser conformado por

medio de un patron. Es asi que se puede saber el &rea y perimetro de cada una de las figuras

al conocer la medida del lado inicial de cada una de las figuras antes mencionadas

Pregunta doce
E1: En el perimetro, la similitud que tienen las sesiones de trabajo 4 y 6 es que sus razones

son iguales, r =1/2.
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E6: En los patrones de los instrumentos #4 y #6 tenemos similitudes ya que ambos varian y

se reducen en sus valores similarmente.

E11: En sus areas varian los valores de los numeradores, pero en sus denominadores se

mantiene el mismo patron de donde sus razones encontradas son las mismas.
E13: No logré encontrar diferencias, y no hay parecido ni similitudes en los patrones.
E14: No encontré similitudes, ya que no encontré patrones algunos en las sesiones 5y 6.

E15: La unica similitud encontrada se da en los patrones de los perimetros de los triangulos

inscritos y la espiral que tienen una razon de Y.

E17: Las similitudes entre las figuras de las sesiones de trabajo 4, 5y 6 es que se pueden
encontrar y calcular infinitas areas y perimetros en las figuras dadas. Es asi que al encontrar
los patrones pertinentes se puede identificar las series geométricas y calcular las sumas de

los elementos en las figuras antes mencionadas.

Fase 3: Lenguaje usado por los estudiantes en el desarrollo de las sesiones de trabajo

= Lenguaje previo:

Términos y expresiones usadas para aludir los conceptos, propiedades y procedimientos
intervinientes: Sucesion, cuadrados, poligono regular, longitud, medida, construccion, lado,
series, puntos medios, areas, figura inscrita, perimetro, circulos, circunferencias, radio, figura
concéntrica, circunscrita, semicirculos, semicircunferencias, didmetro, punto, poligono

regular, espiral, interior, vértice, punto, lado, proceso, patron.

= Lenguaje emergente:
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Términos y expresiones usadas para aludir a los conceptos, propiedades que surgen durante
el desarrollo de las sesiones de trabajo: Equivale, enésima, dentro, decreciendo,
construyendo, aumentando, continuar, indefinidamente, dentro, tamafo, afiadiendo, pequefio,
figura interior, figura exterior, numerador, denominador, decrecimiento, razén , varia,
cambiar, variaciones, disminuyendo, infinitas areas, infinitamente pequefio, secuencia, razon
constante de cambio, disminuira, sucesivamente, semejantes, proporcional, limite,

decrecimiento, similarmente.

Fase 4: Situaciones de problemas emergentes

Los estudiantes se circunscriben a los ejercicios propuestos en la sesion de estudio y en sus
textualidades no se exhibe una nueva situacion que aporte otros elementos diferentes a los
propuestos. Por tanto, en sus desarrollos no aparece un problema nuevo que ellos hayan
creado.

Fase 5:

a) Afirmaciones que realizan los estudiantes en el desarrollo de las sesiones de

trabajo
Si, una vez calculando el valor de cada area de cada cuadrado inscrito se procede a sumar

cada uno de ellos. La suma de las areas de los cuatro primeros cuadrados construidos da como

5 , w .,

resultado S, = T . La suma total de todas las areas de los cuadrados es S = " 2L
1-=
2
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Si  se pueden sumar las éareas de

1 1 1

A=L+Z1®+=1*+—L%+..., su factor es
2 32
2
S:iz L1:EL2_
4

todos

LZ

y

los

Su

cuadrados

razon=

Ya,

construidos,

por

tanto

Si, podemos sumar las areas de cada uno de los circulos concéntricos construidos.

1 ., 85

= xr?

1 1 2 64 1
A =ar’+=ar’ +—xr’ +—nr :&ﬂrz,donde a=zxr’y rzl—:Z,Iasumade

16 64

todas las areas S = =3 = —7re,
4

= xr?

16

Para que el proceso de construccion de las circunferencias continde indefinidamente, todo

depende de sus medidas y el proceso de construccion.

La suma de todos los perimetros de los cuadrados del instrumento uno no es posible

realizarla, debido a que no se le pudo encontrar un patrén (Vasco, 2006).

En los patrones encontrados dependiendo de las medidas, el factor puede cambiar, mientras

que la razon de ¥z se mantiene igual en las areas.

Las similitudes entre las figuras de los tres primeros instrumentos es que se pueden encontrar

y calcular infinitas areas y perimetros en las figuras dadas.

En los términos tanto en el numerador como en el denominador, no contienen una similitud

en la secuencia del calculo, por tanto, no se puede calcular un patron para el enésimo término.
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(...) las razones encontradas que conforman las figuras en los tres instrumentos son
semejantes entre ellos ya que tienen el mismo denominador con sus respectivas potencias y

cada uno es proporcional hasta cierto limite.

(...) en relacion a los patrones encontrados en las sesiones de trabajo es que el denominador
escomuny es 2", mientras que el numerador es el Unico que cambia y no son comunes sus

valores.

En sus areas varian los valores de los numeradores, pero en sus denominadores se mantiene

el mismo patron, donde sus razones encontradas son las mismas.

La unica similitud encontrada se da en los patrones de los perimetros de los triangulos

inscritos y la espiral que tienen una razon de Y.

Las similitudes entre las figuras de las sesiones de trabajo 4, 5 y 6 es que se pueden encontrar

y calcular infinitas areas y perimetros en las figuras dadas.

Al seguir construyendo semicircunferencias, la primer semicircunferencia de diametro D y
los que estan dentro de ella, van decreciendo en su tamafio y en sus medidas se van afiadiendo

mas. El diametro de las semicircunferencias es cada vez mas pequefio.

b) Argumentos en el desarrollo de las sesiones de trabajo

En el instrumento 1 se encontraron los valores de los primeros 4 cuadrados construidos, el

patrén de construccion de cada area es 2_1n L2, siendo el total de la suma de las areas es 2L*

Los estudiantes argumentan que para encontrar la suma del area total de todos los cuadrados

donde a=1 y r=1/2 utilizamos S =1i =L1 2 =212, de la misma forma que hay mas
—r
1-=
2



cuadrados dentro del primero de lado L, el &rea de estos ira decreciendo a medida que se van

construyendo. Asi como sus perimetros y la longitud de sus lados.

Todas las figuras van presentando un decrecimiento que puede ser conformado por medio de
un patron. Es asi que se puede saber el area y perimetro de cada una de las figuras al conocer

la medida del lado inicial de cada una de las figuras antes mencionadas.

Siempre la medida de los perimetros de cada figura interior va a ser mas pequefio que el

exterior y sus lados son la mitad de las figuras correspondientes antes mencionadas.

3

2"

3
El patrén del area de los triangulos inscritos es | 5 1 , y el perimetro

o L . De la figura

hex&gonos inscritos no se encontrd un patron definido respecto a su area o perimetro. En

cuanto a la figura del cuadrado donde se dan longitudes de una espiral; el patrén de su

] . D L
perimetro seria ? .

Es asi que al encontrar los patrones pertinentes se puede identificar las series geométricas y
calcular las sumas de los elementos en las figuras dadas.
Tenemos que la suma de las primeras tres areas de los hexagonos inscritos es

Bf L2 +9f L? + 2143

32

193, , »
= 2 L", luego la suma total de las areas hasta la enésima es:
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—L
3V3 323 33 33
A = \/—L2+ \!_L2+ [L2+---=2—=6J§L2, donde el factor aziL2 y la
2 2 2 3 2
4

razon r son r :%

Algunos estudiantes argumentan que en la respectiva construccion cada vez el lado de cada

hex&gono disminuird a la mitad y asi sucesivamente. Se pueden calcular las &reas de los

3 :
> 3 3 L*,..., y continuar este patrén hasta el area del enésimo

hexagonos

hexagono construyendo hasta los infinitos hexagonos. Es asi que las sumas de las areas de

los infinitos hexagonos calculando la suma con la serie geométrica, donde el area total de los

infinitos hexagonos es 6+/3L2,

Fase 6: Concepciones y procedimientos en el desarrollo de las sesiones de trabajo
Previas:

En relacion a los objetos matematicos involucrados en el planteamiento de las sesiones de
trabajo, tales como hexagono, triangulos, espiral, sucesion, construccion (de una figura),
lado, perimetro, medida, longitud, areas, figura inscrita, interior, vértice, punto medio,
proceso, sucesion, construccion geométrica, entre otros, los estudiantes tienen las
concepciones tradicionales en matematicas y una buena comprension de ellos, de hecho esto
les permite abordar la actividad sin tener dificultades relacionadas con conocimientos

previos.

Las producciones estudiantiles mostraron que ellos poseen un dominio conceptual de la

mayoria de estos conceptos, sin embargo, las aseveraciones y argumentos que presentan
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evidencian que se requiere potenciar aun mas aspectos de los conceptos matematicos desde

otra mirada méas dindmica y menos estatica con ayuda de softwares dinamicos.

Emergentes:

Los estudiantes hicieron intentos por realizar el estudio variacional de las sesiones de trabajo
cuatro, cinco y seis, deliberando respecto a los problemas y haciendo uso de habilidades
cognitivas, como la de visualizar (Arcavi, 2003), representar, deducir, objetar, analizar y
resumir que se evidenciaron en los distintas figuras geométricas que fueron expresandose por

algun tipo de representacion ostensible.

Algunos estudiantes reflexionaron de manera dindmica respecto a la variacion (Cabezas y
Mendoza, 2016) cuando contestaban las interrogantes y trataban de calcular las areas y los
perimetros en las figuras de las tres sesiones de trabajo presentadas. Por tanto, esto nos hace

vislumbrar que hay desarrollo de pensamiento variacional en ellos (MEN, 2006).

Los Estudiantes E1, E5, E10, E17 reflexionaron de manera dindmica respecto a la variacion,
por ejemplo cuando hacen referencia que se pueden construir infinitos cuadrados, circulos,
hexagonos,..., dentro de la figura original, ya que la medida de sus 4reas y longitudes siempre
puede dividirse, esto implica que hay una forma particular de razonar y actuar ante una
situacion dinamica y variacional. De igual manera los estudiantes reflejan y presentan
evidencias de desarrollo de pensamiento variacional MEN(2006) al analizar de qué forma
cambia, aumenta o disminuye los valores en las secuencias o series de las figuras
geométricas; e intentan formular procedimientos, algoritmos o férmulas que permitan

reproducir el mismo patrén. Todo esto cuando contestaban las interrogantes de los items del
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uno al doce de la prueba final y trataban de calcular las areas y los perimetros en las figuras

de las seis sesiones de trabajo presentadas.

Atendiendo a las consideraciones tedricas propuestas por autores como Vasco (2002), Posada
y Villa (2006), Caballero y Cantoral (2013), Mendoza (2016) quienes aluden que la
intervencion de elementos como la variacion y el cambio son fundamentales para el
desarrollo del pensamiento variacional y a las consideraciones teoricas de autores como
Duval respecto a los registros de representacion semiotica como medio para exteriorizar el
desarrollo del pensamiento variacional. Se logré que los estudiantes identificaran variables
y establecieran relaciones entre ellas, Identificaran en qué se parecen y en qué se diferencian
los términos de sucesiones o secuencias, desarrollaran la capacidad para identificar en qué
consiste la repeticion de mismo patron y la capacidad para reproducirlo por medio de un
cierto procedimiento, algoritmo o formula, plantearan modelos (Vasco, 2006) o expresiones
algebraicas, y utilizaran distintos codigos variacionales, plantearan expresiones algebraicas

con los modelos correspondientes a diversos problemas planteados en forma figural.

4.4 RuUbricas de evaluacion

A continuacion se presentan las rabricas de evaluacion construidas en base a cada objetivo
de los items de cada uno de los instrumentos aplicados, tanto de la prueba diagndstica, como
de cada una de las sesiones de trabajo. Para la descripcion de los resultados obtenidos se
proponen cuatro categorias: Correcto, si la respuesta que proporciona el estudiante atiende a
lo solicitado en la consigna; Parcialmente correcto, si el procedimiento realizado muestra

ciertos elementos correctos a lo solicitado; Indicios a conceptos e ideas matematicas, si el
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estudiante presenta algunos argumentos e ideas vagas a conceptos en lo solicitado, e

Incorrecto si la respuesta no atiendo a lo que se le pidio; y No contestd, si el estudiante no

presento ningun desarrollo o evidencia a la consigna propuesta.

En la siguiente tabla se presenta las rubricas de evaluacion de la prueba diagndstica

Tabla 4.1 Rdbrica de evaluacion de la prueba diagndéstica

Correcto Parcialmente  Indicios a Incorrecto No Contest6
correcto conceptos e
ideas
matematicas
Item El  estudiante EIl estudiante El estudiante El estudiante no No
presenta presenta presenta ideas encuentra proporciond
i argumentos, argumentos 0 vagas o indicios a correctamente ninguna
procedimientos  procedimientos, conceptos de la la suma de las evidencia
correctos y pero no suma de series series finitas, ni escrita  del
encuentra  la encuentra finitas de los presenta ningin item
suma de las correctamente la cuadradosycubos argumento 0 propuesto.
series finitas de suma de las de nimeros procedimiento
cuadrados y series finitas de enteros pertinente  al
cubos de cuadrados y presentados. {tem propuesto.
ndmeros cubos de
enteros. nameros enteros.
Item El  estudiante El estudiante El estudiante El estudiante no El estudiante
49 presenta presenta presenta ideas encuentra no
argumentos, argumentos 0 vagas o indicios a correctamente proporciono

procedimientos

correctos y
encuentra la
suma de los
incisos de series

infinitas.

procedimientos,
pero no
encuentra

correctamente la
suma de las

series infinitas.

conceptos de la
suma de series

infinitas.

la suma de la
serie infinita, ni
presenta ningdn
argumento 0
procedimiento

pertinente a los

ninguna
evidencia
escrita  del
item

propuesto.
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items

propuesto.
Item El estudiante El estudiante El estudiante El estudiante no EI estudiante
2 presenta presenta presenta ideas encuentra no
argumentos, argumentos 0 vagas o indicios a correctamente proporciono
procedimientos  procedimientos, conceptos de la la suma infinita ninguna
correctos y pero no suma infinita de las evidencia
encuentra suma encuentra considerando las fracciones escrita  del
infinita correctamente la fracciones representadas item
considerando suma infinita de representadas en en la figura del propuesto.
las fracciones las  fracciones las figura del pastel, ni
representadas representadas en pastel. presenta ningun
en las figuradel la figura del argumento 0
pastel. pastel. procedimiento
pertinente a los
items
propuesto.
El  estudiante El estudiante El estudiante El estudiante no El estudiante
i presenta presenta presenta ideas encuentra no
tem# argumentos, argumentos 0 vagas o indicios a correctamente proporciono
4 procedimientos  procedimientos, conceptos de la la suma infinita ninguna
correctos y es pero no suma infinita del area de las evidencia
capaz de encuentra considerando las regiones escrita  del
calcular lasuma correctamente la éarea de  las sombreadas item
infinita suma infinita del regiones representadas propuesto.
considerando area  de las sombreadas en las figura de
las area de las regiones representadas en los cuadrados
regiones sombreadas las figura de los inscritos, ni
sombreadas representadas en cuadrados presenta ningdn
representadas las figura de los inscritos. argumento o

en las figura de
los cuadrados

inscritos.

cuadrados

inscritos.

procedimiento

pertinente  al

286



items

propuesto.
Fuente: Elaboracion propia
Tabla 4.2 Rabrica de evaluacion de la sesion de trabajo # 1
Correcto Parcialmente Indicios a Incorrecto No Contesto
correcto conceptos e
ideas
Matematicas

NIVEL 1

Item#1 El estudiante El  estudiante El estudiante El  estudiante El estudiante
describe de describe algunas presenta  ideas describe de no
forma correcta observaciones vagas al forma proporciond
todas las correctas sobre describir la incorrecta las evidencias
observaciones la figura figura observaciones  escritas  del
sobre la figura presentada. presentada. sobre la figura item
presentada. presentada. propuesto.

item#2 El estudiante El  estudiante El estudiante El  estudiante El estudiante
especifica todas especifica presenta  ideas especifica no
las algunas vagas al caracteristicas  proporcion6
caracteristicas caracteristicas especificar incorrectas de la  evidencias
correctas de la correctas de la caracteristicas de figura escritas  del
figura figura la figura presentada. item
presentada. presentada. presentada. propuesto.

Item#3 El estudiante El  estudiante El estudiante El  estudiante EIl estudiante
argumenta  de argumenta presenta  ideas argumenta no
manera correcta algunas vagas al magnitudes proporciono
todas las magnitudes describir incorrectas de la  evidencias
magnitudes correctas en la magnitudes enla figura escritas  del
encontradas la figura figura presentada. item
figura presentada. presentada. propuesto.
presentada.

NIVEL 2

item#1 El estudiante El  estudiante El estudiante El  estudiante El estudiante

describe de
forma correcta
todas las

describe algunas
observaciones
correctas sobre

presenta  ideas
vagas al
describir la

describe de
forma
incorrecta  las

no
proporciono
evidencias
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observaciones
sobre la figura
presentada.

la figura
presentada.

figura
presentada.

observaciones
sobre la figura
presentada.

escritas  del
item

propuesto.

Item #2

El estudiante
precisa y
compara de
manera correcta
todas las
magnitudes

encontradas en
la figura
presentada.

El  estudiante
precisa y
compara de
manera correcta
algunas
magnitudes en
la figura
presentada.

El estudiante
presenta ideas
vagas al precisar
y comparar las
magnitudes en la
figura
presentada.

El  estudiante
precisa y
compara de
manera
incorrecta  las
magnitudes de
la figura
presentada.

El estudiante
no
proporciond
evidencias
escritas
item
propuesto.

del

Item#3

El estudiante
presenta
argumentos,
procedimientos
correctos y
encuentra el
valor de la
longitud del lado
en la segunda
figura inscrita.

El  estudiante
presenta

argumentos, 0
procedimientos
pero no
encuentra el
valor de la
longitud del
lado en la
segunda figura
inscrita.

El estudiante
presenta ideas
vagas o indicios
a conceptos
respecto al valor
de la longitud del
lado en la
segunda figura
inscrita.

El estudiante no
presenta
argumentos  ni
encuentra
correctamente
el valor de la
longitud del
lado en la
segunda figura
inscrita.

El estudiante
no
proporciono
ninguna
evidencia
escrita
item
propuesto.

del

Item# 4

El estudiante
presenta
argumentos,
procedimientos
correctos y
encuentra el
valor del
perimetro de la
segunda figura
inscrita.

El  estudiante
presenta

argumentos 0
procedimientos,
pero no
encuentra el
valor del
perimetro de la
segunda figura
inscrita.

El estudiante
presenta ideas
vagas o indicios
a conceptos
respecto al valor
del perimetro de
la segunda figura
inscrita.

El estudiante no
presenta
argumentos  ni
encuentra
correctamente
el valor del
perimetro de la
segunda figura
inscrita.

El estudiante
no
proporciond
ninguna
evidencia
escrita
item
propuesto.

del

Item #5

El estudiante
presenta
argumentos,
procedimientos
correctos 'y es
capaz de
calcular el area
de la segunda

El estudiante
presenta

argumentos 0
procedimientos,
pero no
encuentra

correctamente el
area de la

El estudiante
presenta  ideas
vagas o indicios
a conceptos
respecto al valor
del éarea de la
segunda figura
inscrita.

El estudiante no
encuentra

correctamente
el éarea de la
segunda figura
inscrita ni la
compara

El estudiante
no
proporciono
ninguna
evidencia
escrita
item
propuesto.

del
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figura inscrita y

la compara
respecto a la
figura inicial.

segunda figura
inscrita ni la
compara
respecto a la
figura inicial.

respecto a la
figura inicial.

NIVEL 3

Item# 1

El estudiante

El estudiante

El estudiante

El  estudiante

El estudiante

describe de describe algunas presenta ideas describe de no

forma correcta observaciones vagas al forma proporciono
todas las correctas sobre describir la incorrecta las evidencias
observaciones la figura figura observaciones  escritas  del
sobre la figura presentada. presentada. sobre la figura item
presentada. presentada. propuesto.

Item# 2 El estudiante El  estudiante El estudiante El  estudiante EIl estudiante
precisa y precisa y presenta ideas precisa y no
compara de compara de vagas al precisar compara de proporciond
manera correcta manera correcta y comparar las manera evidencias
todas las algunas magnitudes en la incorrecta las escritas  del
magnitudes magnitudes en figura inscrita magnitudes de item
encontradas en la figura presentada. lafigurainscrita propuesto.
relacion a la presentada presentada.
segunda figura respecto a la
inscrita. segunda figura

inscrita.

Item# 3 El estudiante El  estudiante El estudiante El estudiante no El estudiante
presenta presenta presenta  ideas presenta no
argumentos, argumentos 0 Vvagas o indicios argumentos ni proporciond
procedimientos, procedimientos a conceptos encuentra ninguna
y encuentra el pero no respecto al valor correctamente  evidencia
valor correcto de  encuentra el delalongituddel el valor de la escrita del
la longitud del wvalor correcto ladoen latercera longitud del item
ladoenlatercera de la longitud figura inscrita. lado en la propuesto.
figura inscrita. del lado en la tercera  figura

tercera  figura inscrita.
inscrita.
item# 4 El estudiante El  estudiante El estudiante El estudiante no El estudiante

presenta
argumentos,
procedimientos
correctos y
encuentra el

presenta

argumentos 0
procedimientos,
pero no
encuentra el

presenta  ideas
vagas o indicios
a conceptos
respecto al valor
del perimetro de

presenta
argumentos  ni
encuentra
correctamente
el valor del

no
proporciond
ninguna
evidencia

escrita del
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valor del valor del la tercera figura perimetro de la item
perimetro de la perimetro de la inscrita. tercera  figura propuesto.
tercera  figura tercera  figura inscrita.
inscrita. inscrita.

item#5 El estudiante El  estudiante El estudiante El estudiante no El estudiante
presenta presenta presenta  ideas encuentra no
argumentos, argumentos 0 vagas O indicios correctamente  proporciono
procedimientos  procedimientos, a conceptos el &rea de la ninguna
correctos 'y es pero no respecto al valor tercera figura evidencia
capaz de encuentra del area de la inscrita ni la escrita del
calcular el area correctamente el tercera  figura compara item
de la tercera areade latercera inscrita. respecto a la propuesto.
figura inscrita y figura inscrita ni segunda figura.
la compara la compara
respecto a la respecto a la
segunda figura.  segunda figura.

NIVEL 4

Item# 1 El estudiante El  estudiante El estudiante El  estudiante El estudiante
argumenta  de argumenta presenta  ideas argumenta de no
forma correcta algunas vagas al forma proporciono
por que la observaciones argumentar incorrecta evidencias
construccion de correctas sobre porque la porque la escritas  del
n figuras porque la construccion de construccion de item
inscritas podria construccion de n figuras n figuras propuesto.
realizarse sobre n figuras inscritas podria inscritas podria
la figura inscritas podria realizarse sobre realizarse sobre
presentada. realizarse sobre la figura la figura

la figura presentada. presentada.
presentada.

item#2 El estudiante El  estudiante El estudiante El  estudiante El estudiante
calcula y calcula y presenta ideas precisa y no
compara de compara de wvagasal calcular compara de proporcion6

manera correcta
las longitudes de
la primera,
segunda, tercera,
cuarta y enésima
figura inscrita.

manera correcta
algunas de las
longitudes de la
primera,
segunda,
tercera, cuarta y
enésima figura
inscrita.

las longitudes de
la primera,
segunda, tercera,
cuarta y enésima
figura inscrito

manera

incorrecta las
longitudes de la
primera,
segunda,

tercera, cuarta y
enésima figura
inscrita.

evidencias
escritas
item
propuesto.

del
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Item# 3 El estudiante El  estudiante El estudiante El estudiante no El estudiante
presenta presenta presenta  ideas presenta no
argumentos, argumentos 0 vagas o indicios argumentos ni proporciond
procedimientos  procedimientos, a conceptos encuentra ninguna
y encuentra los pero no respecto al valor correctamente  evidencia
valores correctos encuentra el del perimetro de el valor del escrita del
de los perimetro valor correcto la primera, perimetro de la item
de la primera, de los segunda, tercera, primera, propuesto.
segunda, tercera, perimetros de la cuarta y enésima segunda,
cuarta 'y enésima primera, figura inscrita. tercera, cuarta 'y
figura inscrita. segunda, enésima figura

tercera, cuarta y inscrita.
enésima figura
inscrita.

Item# 4 El estudiante El  estudiante El estudiante El estudiante no El estudiante
presenta presenta presenta ideas encuentra no
argumentos, argumentos 0 vagas respecto al correctamente  proporciono
procedimientos  procedimientos, valor del area de el area de la ninguna
correctos 'y es pero no la primera, primera, evidencia
capaz de encuentra segunda, tercera, segunda, escrita del
calcular el area correctamente el cuartay enésima tercera, cuartay item
de la primera, area de la figurainscrita. enésima figura propuesto.
segunda, tercera, primera, inscrita.
cuarta y enésima segunda,
figura inscrita. tercera, cuarta y

enésima figura
inscrita.

item#5 El estudiante El  estudiante El estudiante El  estudiante El estudiante
elabora un elabora un presenta ideas elabora un no
listado correcto listado con vagas al elaborar listado proporcion6
de las algunas un listado de incorrecto de ninguna
longitudes, longitudes, longitudes, las longitudes, evidencia
perimetros y perimetros y perimetros y perimetros y escrita del
dreas de las areas correctas &reas de las éareas de las item
figuras de las figuras figuras figuras propuesto.
construidas. construidas. construidas. construidas.

Item# 6 El estudiante El  estudiante El estudiante El  estudiante El estudiante

argumenta
correctamente
las  relaciones
encontradas
entre las figuras

argumenta
algunas
relaciones entre
las figuras
construidas, sus

presenta  ideas
vagas o indicios
a conceptos
respecto a
algunas

argumenta
incorrectamente
las relaciones
encontradas
entre las figuras

no
proporciond
ninguna
evidencia

escrita del
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construidas, sus perimetros y relaciones entre construidas, sus item

perimetros y areas. las figuras perimetros y propuesto.
areas. construidas, sus &reas.

perimetros y

areas.

Fuente: Elaboracion propia

Tabla 4.3 Resultados de la sesion de trabajo # 1

Correcto Parcialmente Indicios a Incorrecto No Contesto
correcto conceptos e
ideas
matematicas
Nivel 1
Item#1 3 0 0 1 0
ltem#2 2 1 0 1 0
item # 3 3 1 0 0 0
Nivel 2
Item# 1 2 1 1 0 0
ltem#2 1 3 0 0 0
item #3 2 1 0 1 0
item #4 1 2 1 0 0
Item#5 4 0 0 0 0
Nivel 3
item#1 4 0 0 0 0
Item # 2 2 0 2 0 0
Item#3 2 0 0 2 0
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item#4 2 0 2 0
Item#5 2 0 1 0
Nivel 4

item#1 0 1 0 0
item # 2 3 0 0 0
item#3 2 0 0 0
Item # 4 2 1 0 0
Item #5 1 0 0 0
Item # 6 1 0 0 1

Fuente: Elaboracion propia.

Grafica 5 Resultados de la sesion de trabajo # 1

4.5

3.5

2.5

1.5

0.5

Resultados de la sesién de trabajo 1

ftem ftem item ftem ftem ftem item item item ftem ftem item item item item item ftem item ftem

#1

#2 #3 #1 #2 #3 #4 #5 #1

Nivel 1 Nivel 2

#2 #3 #4 #5 #1 #2 #3 #4 #5 #6

Nivel 3 Nivel 4

M Correcto M Parcialmente correcto M Indicios a conceptos e ideas Matematicas M Incorrecto B No Contesto

Fuente: Elaboracion propia.
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Tabla 4.4 Rdbrica de evaluacion de la sesion de trabajo # 2

Correcto Parcialmente Indicios a Incorrecto No Contesto
correcto conceptos e
ideas
matematicas
NIVEL 1
Item#1 El estudiante El  estudiante El estudiante El  estudiante El estudiante
describe de describe algunas presenta  ideas describe de no
forma correcta observaciones vagas al forma proporciono
todas las correctas sobre describir la incorrecta las evidencias
observaciones la figura figura observaciones  escritas  del
sobre la figura presentada. presentada. sobre la figura item
presentada. presentada. propuesto.
Item#2 El estudiante El  estudiante El estudiante El  estudiante El estudiante
especifica todas especifica presenta  ideas especifica no
las algunas vagas al caracteristicas  proporcion6
caracteristicas caracteristicas especificar incorrectas de la  evidencias
correctas de la correctas de la caracteristicasde figura escritas  del
figura figura la figura presentada. item
presentada. presentada. presentada propuesto.
Item#3 El estudiante El  estudiante El estudiante El  estudiante El estudiante
argumenta  de argumenta presenta  ideas argumenta no
manera correcta algunas vagas al magnitudes proporciono
todas las magnitudes describir incorrectas de la  evidencias
magnitudes correctas en la magnitudes enla figura escritas  del
encontradas la figura figura presentada. item
figura presentada. presentada. propuesto.
presentada.
NIVEL 2
item#1 El estudiante El  estudiante El estudiante El  estudiante El estudiante
describe de describe algunas presenta  ideas describe de no
forma correcta observaciones vagas al forma proporciono
todas las correctas sobre describir la incorrecta las evidencias
observaciones la figura figura observaciones  escritas  del
sobre la figura presentada. presentada. sobre la figura item
presentada. presentada. propuesto.
item#2 El estudiante El  estudiante El estudiante El  estudiante El estudiante
precisa y precisa y presenta ideas precisa y no
compara de compara de vagasal precisar compara de proporciond
manera correcta manera correcta y comparar las manera evidencias
todas las algunas magnitudes de la incorrecta las escritas  del
magnitudes magnitudes de figura magnitudes de item
encontradas de la figura concéntrica en la figura propuesto.
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la figura
concéntrica en
relacion a la

concéntrica en
relacion a la
primera.

relacion a la
primera

concéntrica en
relacion a la
primera

primera.

item#3 El estudiante El  estudiante El estudiante El estudiante no El estudiante
presenta presenta presenta ideas presenta no
argumentos, argumentos 0 Vvagas o indicios argumentos ni proporcion6
procedimientos  procedimientos, a conceptos encuentra ninguna
correctos y pero no respecto al valor correctamente  evidencia
encuentra el encuentra el del perimetro de el valor del escrita del
valor del valor del la perimetro de la item
perimetro de la perimetro de la circunferencia. circunferencia.  propuesto.
circunferencia. circunferencia.

Item#4 El estudiante El  estudiante El estudiante El estudiante no El estudiante
presenta presenta presenta ideas encuentra no
argumentos, argumentos 0 Vvagas o indicios correctamente  proporciond
procedimientos  procedimientos, a conceptos el éarea de la ninguna
correctos 'y es pero no respecto al valor segunda figura evidencia
capaz de encuentra del &rea de la concéntrica. Ni escrita del
calcular el area correctamente el segunda figura la compara item
de la segunda éarea de la concéntrica. respecto a la propuesto.
figura segunda figura figura inicial.
concentrica. Y la  concéntrica ni la
compara compara
respecto a la respecto a la
figura inicial. figura inicial.

NIVEL 3

item#1 El estudiante El  estudiante El estudiante El  estudiante El estudiante
describe de describe algunas presenta  ideas describe de no
forma correcta observaciones vagas al forma proporciono
todas las correctas sobre describir la incorrecta las evidencias
observaciones la figura figura observaciones  escritas  del
sobre la figura presentada. presentada. sobre la figura item
presentada. presentada. propuesto.

Item# 2 El estudiante El  estudiante El estudiante El  estudiante El estudiante
precisa y precisa y presenta ideas precisa y no
compara de compara de vagas al precisar compara de proporcioné
manera correcta manera correcta y comparar las manera evidencias
todas las algunas magnitudes en la incorrecta las escritas  del
magnitudes magnitudes en figura magnitudes de item
encontradas en la figura concéntrica la figura propuesto.
relacion a la presentada presentada.
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segunda figura
concéntrica.

respecto a la
segunda figura
conceéntrica.

concéntrica
presentada.

Item# 3 El estudiante El  estudiante El estudiante El estudiante no El estudiante
presenta presenta presenta ideas presenta no
argumentos, argumentos 0 vagas o indicios argumentos ni proporciond
procedimientos  procedimientos, a conceptos  encuentra ninguna
correctos y pero no respecto al valor correctamente  evidencia
encuentra el encuentra el del perimetro de el valor del escrita del
valor del valor del la tercera perimetro de la item
perimetro de la perimetro de la circunferencia tercera propuesto.
tercera tercera concéntrica. circunferencia
circunferencia circunferencia concéntrica.
conceéntrica. concéntrica.

item# 4 El estudiante El  estudiante El estudiante El estudiante no El estudiante
presenta presenta presenta  ideas encuentra no
argumentos, argumentos 0 Vvagas o indicios correctamente  proporciond
procedimientos  procedimientos, a conceptos el éarea de la ninguna
correctos 'y es pero no respecto al valor tercera evidencia
capaz de encuentra del area de la circunferencia  escrita del
calcular el area correctamente el tercera concéntrica, ni item
de la tercera areadelatercera circunferencia la compara propuesto.
circunferencia circunferencia concentrica. respecto a la
concéntrica y la concéntrica, ni segunda figura.
compara la compara
respecto a la respecto a la
segunda figura.  segunda figura.

NIVEL 4

Item# 1 El estudiante El  estudiante El estudiante El  estudiante El estudiante

argumenta  de
forma correcta
porqué la
construcciéon de
n
circunferencias
concéntricas
podria
realizarse.

argumenta
algunas
observaciones
correctas sobre
porgue la
construccién de
n
circunferencias
conceéntricas
podria
realizarse.

presenta  ideas
vagas al
argumentar el
porqué la

construccion de
n circunferencias
concéntricas

podria realizarse.

argumenta de
forma
incorrecta el
porqué la
construccion de
n
circunferencias
concéntricas
podria
realizarse.

no
proporciono
evidencias
escritas
item
propuesto.

del
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Item# 2 El estudiante El  estudiante El estudiante El  estudiante El estudiante
calcula y calcula y presenta ideas precisa y no
compara de compara de wvagas al calcular compara de proporciond
manera correcta manera correcta las longitudes de manera evidencias
las longitudes de algunas de las la primera, incorrecta las escritas  del
la primera, longitudesdelas segunda, tercera, longitudes de la item
segunda, tercera, enésima cuarta y enésima primera, propuesto.
cuarta y enésima circunferencias  circunferencias  segunda,
circunferencias  concéntricas. conceéntricas. tercera, cuarta y
concéntricas. enésima

circunferencias
concéntricas.

Item#3 El estudiante El  estudiante El estudiante El estudiante no El estudiante
presenta presenta presenta  ideas presenta no
argumentos, argumentos 0 Vvagas O indicios argumentos ni proporciono
procedimientos  procedimientos, a conceptos encuentra ninguna
y encuentra los pero no respecto al valor correctamente  evidencia
valores correctos encuentra el del perimetro de el wvalor del escrita del
de los perimetro valor correcto la primera, perimetro de la item
de la primera, de los segunda, tercera, primera, propuesto.
segunda, tercera, perimetros de cuarta y segunda,
cuarta y las enésimas enésimas tercera, cuarta 'y
enésimas circunferencias  circunferencias  enésimas
circunferencias  concéntricas. concéntricas. circunferencias
conceéntricas. concéntricas.

Item# 4 El estudiante El  estudiante El estudiante El estudiante no El estudiante
presenta presenta presenta  ideas encuentra no
argumentos, argumentos 0 vagas respecto al correctamente  proporcion6
procedimientos  procedimientos, valor del area de el éarea de la ninguna
correctos 'y es pero no la primera, primera, evidencia
capaz de encuentra segunda, tercera, segunda, escrita del
calcular el area correctamente el cuarta y tercera, cuartay item
de la primera, area de las enésimas enésimas propuesto.
segunda, tercera, enésimas circunferencias circunferencias
cuarta y circunferencias  concéntricas. concéntricas.
enésimas concéntricas.
circunferencias
concéntricas.

item#5 El estudiante El  estudiante El estudiante El  estudiante EI estudiante

elabora un
listado correcto
de las

elabora un
listado con
algunas

presenta  ideas
vagas al elaborar
un listado de

elabora un
listado
incorrecto  de

no
proporciond
ninguna
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longitudes,
perimetros y
areas de las
circunferencias
conceéntricas
construidas.

longitudes,
perimetros y
areas correctas
de las
circunferencias
conceéntricas
construidas.

longitudes,
perimetros y
areas de las
circunferencias
concéntricas
construidas.

las longitudes,
perimetros vy
areas de las
circunferencias
concéntricas
construidas.

evidencia
escrita
item
propuesto.

del

Item# 6

El estudiante
argumenta
correctamente
las  relaciones
encontradas
entre las
circunferencias
concéntricas
construidas, sus
perimetros y
areas.

El  estudiante
argumenta
algunas
relaciones entre
las
circunferencias
conceéntricas
construidas, sus
perimetros y
areas.

El estudiante
presenta  ideas
vagas o indicios
a conceptos
respecto a
algunas
relaciones entre
las
circunferencias
concéntricas
construidas, sus
perimetros y
areas.

El  estudiante
argumenta
incorrectamente
las relaciones
encontradas
entre las
circunferencias
concéntricas
construidas, sus
perimetros vy
areas.

El estudiante

no

proporciono

ninguna
evidencia
escrita
item
propuesto.

del

Fuente: Elaboracion propia.

Tabla 4.5 Resultados de la sesion de trabajo # 2

Correcto Parcialmente Indicios a Incorrecto No Contesto
correcto conceptos e
ideas
matematicas
Nivel 1
Item#1 2 1 1 0 0
Item # 2 2 1 0 1 0
Item #3 2 1 1 0 0
Nivel 2
Item # 1 4 0 0 0 0
Item # 2 2 2 0 0 0
Item #3 4 0 0 0 0
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Item# 4

Nivel 3

Item# 1

Item # 2

Item# 3

Item# 4

Nivel 4

Item#1

Item # 2

Item# 3

Item# 4

Item#5

2

Item#6

2

Fuente: Elaboracion propia
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Gréfica 6 Resultados de la sesion de trabajo # 2
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Resultados de la sesidon de trabajo 2

item #item #item #item #item #item #item #item #item #item #item #item #item #item #item #item #item #

1

M Correcto M Parcialmente correcto M Indicios a conceptos e ideas Matematicas

Nivel 1

2 3 1 2

Fuente: Elaboracion propia

3 4 1 2

Nivel 2

3 4 1

Nivel 3

Tabla 4.6 Rubrica de evaluacion de la sesion de trabajo #3

2 3 4

Nivel 4

6

Incorrecto ®m No Contesto

Correcto Parcialmente Indicios a Incorrecto No Contest6
correcto conceptos e
ideas
matematicas
NIVEL 1
Item# 1 El estudiante El  estudiante El  estudiante El estudiante EI estudiante
describe de forma describe presenta ideas describe de no
correcta todas las algunas vagas al forma proporciono
observaciones observaciones  describir la incorrecta las evidencias
sobre la figura correctas sobre figura observaciones  escritas del
presentada. la figura presentada. sobre la figura item
presentada. presentada. propuesto.
item#2 El estudiante El  estudiante El  estudiante El estudiante El estudiante
precisa y compara precisa y presenta ideas precisa y no
de manera correcta compara de vagas al compara de proporciond
todas las manera correcta precisar Yy manera evidencias
magnitudes algunas comparar  las incorrecta las escritas del
encontradas de las magnitudes de magnitudes de magnitudes de item
semi- las semi- las semi- las semi- propuesto.
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circunferencias en
relacion a la

circunferencias
en relacion a la

circunferencias
en relacion a la

circunferencias
en relacion a la

primera. primera. primera. primera

Item# 3 El estudiante El  estudiante El  estudiante El estudiante no El estudiante
presenta presenta presenta ideas presenta no
argumentos, argumentos 0 vagas, oindicios argumentos ni proporciond
procedimientos procedimientos a conceptos encuentra ninguna
correctos y pero no respecto al valor correctamente  evidencia
encuentra el valor encuentra el de los didmetros el valor de los escrita  del
de los diametros de valor de los de las semi- diametrosdelas item
las semi- didmetros de las circunferencias  semi- propuesto.
circunferencias semi- presentadas. circunferencias
presentadas. circunferencias presentadas.

presentadas.

Item# 4 El estudiante El  estudiante El  estudiante El estudiante no El estudiante
presenta presenta presenta ideas presenta no
argumentos, argumentos 0 vagas, o indicios argumentos ni proporciond
procedimientos procedimientos a conceptos  encuentra ninguna
correctos y pero no respecto al valor correctamente  evidencia
encuentra el valor encuentra el de los el valor de los escrita del
de los perimetros de valor de los perimetros de perimetros de item
las semi- perimetros de las semi- las semi- propuesto.
circunferencias las semi- circunferencias  circunferencias
presentadas. circunferencias  presentadas. presentadas.

presentadas.

Item #5 El estudiante El  estudiante El  estudiante El estudiante no EIl estudiante
presenta presenta presenta ideas encuentra no
argumentos, argumentos 0 vagas o indicios correctamente  proporciond

procedimientos
correctos y es capaz
de calcular el area
de las semi-
circunferencias
presentadas y la
compara respecto a
la figura inicial.

procedimientos,
pero no
encuentra
correctamente
el area de las
semi-
circunferencias
presentadas ni

la compara
respecto a la
figura inicial.

a conceptos
respecto al valor

del area las
semi-
circunferencias
presentadas.

el area las semi-
circunferencias
presentadas ni

la compara
respecto a la
figura inicial.

ninguna
evidencia
escrita
item
propuesto.

del

NIVEL 2
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Item#1 El estudiante El  estudiante ElI  estudiante El estudiante EIl estudiante
describe de forma describe presenta ideas describe de no
correcta todas las algunas vagas al forma proporciono
observaciones observaciones  describir las incorrecta las evidencias
sobre las correctas sobre semi- observaciones  escritas del
semicircunferencias las semi- circunferencias  sobre las semi- item
presentadas. circunferencias  presentada. circunferencias  propuesto.

presentada. presentada.

Item# 2 El estudiante El  estudiante EI  estudiante EI estudiante EIl estudiante
precisa y compara precisa y presenta ideas precisa y no
de manera correcta compara de vagasal precisar compara de proporciono
todas las manera correcta y comparar las manera evidencias
magnitudes algunas magnitudes en incorrecta las escritas del
encontradas en las magnitudes en las semi- semi- item
semi- las semi- circunferencias  circunferencias  propuesto.
circunferencias circunferencias  presentadas. presentadas.
presentadas en presentadas
relacion a la respecto a la
segunda figura. segunda figura

concéntrica.

Item# 3 El estudiante El  estudiante El  estudiante El estudiante no El estudiante
presenta presenta presenta ideas presenta no
argumentos, argumentos 0 vagas o indicios argumentos ni proporciond
procedimientos y procedimientos, a conceptos  encuentra ninguna
encuentra el valor pero no respecto al valor correctamente  evidencia
correcto del encuentra el del didmetro de el valor del escrita del
diametro de la valor correcto la tercera figura diametro de la item
tercer figura del diametro de presentada. tercera  figura propuesto.
presentada. la tercera figura presentada.

presentada.

Item# 4 El estudiante El  estudiante El  estudiante El estudiante no El estudiante
presenta presenta presenta ideas presenta no
argumentos, argumentos 0 vagas o indicios argumentos ni proporciono
procedimientos y procedimientos, a conceptos encuentra ninguna
encuentra el valor pero no respecto al valor correctamente  evidencia
correcto de los encuentra el de los el valor de los escrita del
perimetros de las wvalor de los perimetros de perimetros de item
semi- perimetros de las semi- las semi- propuesto.
circunferencias las semi- circunferencias  circunferencias
presentadas. circunferencias  presentadas. presentadas.

presentadas.
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Item# 5

El estudiante
presenta
argumentos,
procedimientos
correctos y es capaz
de calcular el area

de las semi-
circunferencias
presentadas

comparandolas
respecto a la
segunda figura.

El  estudiante
presenta
argumentos 0
procedimientos,
pero no
encuentra
correctamente
el area de las
semi-
circunferencias
presentadas
comparandolas
respecto a la
segunda figura.

El  estudiante
presenta ideas
vagas o indicios
a conceptos
respecto al valor
del éarea de las
semi-
circunferencias
presentadas.

El estudiante no
encuentra
correctamente
el area de las
semi-
circunferencias
presentadas
comparandolas
respecto a la
segunda figura.

El estudiante
no
proporciono
ninguna
evidencia
escrita
item
propuesto.

del

NIVEL 3

Item# 1

El estudiante

El  estudiante

El estudiante

El  estudiante

El estudiante

argumenta de forma argumenta presenta ideas argumenta de no
correcta por que la algunas vagas al forma proporciono
construccién de n observaciones  argumentar incorrecta evidencias
semi- correctas sobre porque la porque la escritas del
circunferencias porque la construccién de construccion de item
podria realizarse. construccién de n semi- n semi- propuesto.

n semi- circunferencias  circunferencias

circunferencias  podria podria

podria realizarse. realizarse.

realizarse.

Item#2 El estudiante El  estudiante El  estudiante El estudiante El estudiante

calcula y compara calcula y presenta ideas precisa y no
de manera correcta compara de vagas al compara de proporcion6
las longitudes de la manera correcta calcular las manera evidencias
primera, segunda, algunas de las longitudes de la incorrecta las escritas del
tercera, cuarta y longitudes de la primera, longitudes de la item
enésima semi- enésima semi- segunda, primera, propuesto.
circunferencias. circunferencias. tercera, cuarta y segunda,

enésima  semi-
circunferencias

tercera, cuarta 'y
enésima semi-
circunferencias.

Item# 3

El estudiante
presenta
argumentos,
procedimientos y
encuentra los

El  estudiante
presenta

argumentos 0
procedimientos,
pero no

El  estudiante
presenta ideas
vagas o indicios
a conceptos
respecto al valor

El estudiante no
presenta
argumentos  ni
encuentra
correctamente

El estudiante
no
proporciono
ninguna
evidencia
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valores correctos de
los perimetro de la

primera, segunda,
tercera, cuarta Yy
enésimas semi-

circunferencias.

encuentra el
valor correcto
de los
perimetros de la
enésima  semi-
circunferencias.

del perimetro de
la primera,
segunda,

tercera, cuarta y
enésimas semi-
circunferencias.

el valor del
perimetro de la
primera,
segunda,

tercera, cuarta y
enésimas semi-
circunferencias.

escrita  del
item

propuesto.

Item# 4

El estudiante
presenta
argumentos,
procedimientos
correctos y es capaz
de calcular el area
de la  primera,
segunda,  tercera,
cuarta y enésimas
semi-
circunferencias.

El  estudiante
presenta
argumentos 0
procedimientos,
pero no
encuentra
correctamente
el area de las
enésimas semi-
circunferencias

El  estudiante
presenta ideas
vagas respecto
al valor del area
de la primera,
segunda,

tercera, cuarta y
enésimas semi-
circunferencias

El estudiante no
encuentra
correctamente
el area de la
primera,
segunda,
tercera, cuarta y
enésimas semi-
circunferencias.

El estudiante
no
proporciono
ninguna
evidencia
escrita
item
propuesto.

del

Item# 5

El estudiante
elabora un listado
correcto de las
longitudes,
perimetros y areas
de la semi-
circunferencias
construidas.

El  estudiante

elabora un
listado con
algunas
longitudes,

perimetros y
areas correctas
de la semi-
circunferencias
construidas.

El estudiante

presenta ideas
vagas al
elaborar un
listado de
longitudes,

perimetros 'y
areas de la semi-
circunferencias
construidas.

El  estudiante

elabora un
listado

incorrecto  de
las longitudes,

perimetros vy
areas de la
semi-
circunferencias
construidas.

El estudiante
no
proporciono
ninguna
evidencia
escrita
item
propuesto.

del

Item# 6

El estudiante
argumenta
correctamente  las
relaciones
encontradas entre la
semi-
circunferencias
construidas, sus

perimetros y areas.

El  estudiante
argumenta
algunas
relaciones entre
la semi-
circunferencias
construidas, sus
perimetros y
areas.

El  estudiante
presenta ideas
vagas o indicios
a conceptos

respecto a
algunas

relaciones entre
la semi-

circunferencias
construidas, sus
perimetros y
areas.

El  estudiante
argumenta
incorrectamente
las relaciones
encontradas
entre la semi-
circunferencias
construidas, sus
perimetros y
areas.

El estudiante
no
proporciono
ninguna
evidencia
escrita
item
propuesto.

del

Fuente: Elaboracién propia
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Tabla 4.7 Resultados de la sesion de trabajo # 3

Correcto Parcialmente Indicios a Incorrecto No Contesto
correcto conceptos €
ideas
matematicas

Nivel 1

Item#1 2 1 1 0 0
Item # 2 1 3 0 0 0
Item # 3 1 3 0 0 0
Item#4 2 2 0 0 0
Nivel 2

Item#1 1 2 1 0 0
Item#2 1 2 1 0 0
Item # 3 1 2 0 1 0
Item # 4 2 1 1 0 0
Nivel 3

item#1 0 2 2 0 0
item # 2 1 2 1 0 0
item #3 2 2 0 0 0
item # 4 1 2 1 0 0
Item#5 2 2 0 0 0
Item # 6 1 1 1 1 0

Fuente: Elaboracion propia
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Gréfica 7 Resultados de la sesion de trabajo # 3
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Resultados de la sesidon de trabajo 3

ftem# ftem# ltem# ltem# [tem# item# ftem# item# item# item# ftem# ltem# ltem# [tem#

1

B Correcto M Parcialmente correcto M Indicios a conceptos e ideas Matematicas

2 3 4

Nivel 1

Fuente: Elaboracion propia

1 2 3

Nivel 2

4 1 2

Tabla 4.8 Rubrica de evaluacion de la sesion de trabajo # 4

3 4 5

Nivel 3

6

Incorrecto @ No Contesto

Correcto

Parcialmente
correcto

Indicios a
conceptos e
ideas
matematicas

Incorrecto

No Contestd

NIVEL 1

Item# 1

El estudiante
describe de
forma correcta
todas las
observaciones
sobre la figura
presentada.

El estudiante
describe algunas
observaciones
correctas sobre
la figura
presentada.

El estudiante
presenta  ideas
vagas al
describir la
figura
presentada.

El  estudiante
describe de
forma
incorrecta las
observaciones
sobre la figura
presentada.

El estudiante
no
proporciond
evidencias
escritas
item
propuesto.

del

Item # 2

El estudiante
especifica todas
las
caracteristicas
correctas de la

El estudiante
especifica
algunas
caracteristicas
correctas de la

El estudiante
presenta  ideas
vagas al
especificar

caracteristicas de

El  estudiante
especifica
caracteristicas
incorrectas de la

El estudiante
no
proporciond
evidencias

escritas  del
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figura figura la figura figura item

presentada. presentada. presentada. presentada. propuesto.
item#3 El estudiante El  estudiante El estudiante El  estudiante El estudiante

argumenta  de argumenta presenta  ideas argumenta no

manera correcta algunas vagas al magnitudes proporciono

todas las magnitudes describir incorrectas de la evidencias

magnitudes correctas en la magnitudes en la figura escritas  del

encontradas la figura figura presentada. item

figura presentada. presentada. propuesto.

presentada.

NIVEL 2

item#1 EI estudiante El  estudiante El estudiante El  estudiante El estudiante
describe de describe algunas presenta ideas describe de no
forma correcta observaciones vagas al forma proporciond
todas las correctas sobre describir la incorrecta las evidencias
observaciones la figura figura observaciones  escritas  del
sobre la figura presentada. presentada. sobre la figura item
presentada. presentada. propuesto.

item#2 El estudiante El  estudiante El estudiante El  estudiante El estudiante
establece y establece y presenta ideas establece y no
compara de compara de vagas al compara de proporciono
manera correcta manera correcta establecer y manera evidencias
todas las algunas comparar las incorrecta las escritas  del
magnitudes magnitudes en magnitudes en la magnitudes de item
encontradas en la figura figura la figura propuesto.
la figura presentada. presentada. presentada.
presentada.

Item#3 El estudiante El  estudiante El estudiante El estudiante no El estudiante
presenta presenta presenta  ideas presenta no
argumentos, argumentos 0 vagas O indicios argumentos ni proporcion6
procedimientos  procedimientos, a conceptos encuentra ninguna
correctos y pero no respecto al valor correctamente  evidencia
encuentra el encuentra el delalongituddel el valor de la escrita del
valor de la valor de la lado en la longitud del item
longitud del lado longitud del segunda figura lado en la propuesto.
en la segunda lado en la inscrita. segunda figura
figura inscrita. segunda figura inscrita.

inscrita.
item#4 El estudiante El  estudiante El estudiante El estudiante no El estudiante

presenta
argumentos,
procedimientos

presenta
argumentos 0
procedimientos,

presenta  ideas
vagas o indicios
a conceptos

presenta
argumentos  ni
encuentra

no
proporciono
ninguna
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correctos y
encuentra el
valor del
perimetro de la
segunda figura
inscrita.

pero no
encuentra el
valor del
perimetro de la
segunda figura
inscrita.

respecto al valor
del perimetro de
la segunda figura
inscrita.

correctamente

el valor del
perimetro de la
segunda figura
inscrita.

evidencia
escrita
item
propuesto.

del

item#5 El estudiante El  estudiante El estudiante El estudiante no El estudiante
presenta presenta presenta ideas encuentra no
argumentos, argumentos 0 Vvagas o indicios correctamente  proporcioné
procedimientos  procedimientos, a conceptos el &rea de la ninguna
correctos 'y es pero no respecto al valor segunda figura evidencia
capaz de encuentra del area de la inscrita ni la escrita del
calcular el area correctamente el segunda figura compara item
de la segunda éarea de la inscrita. respecto a la propuesto.
figura inscrita y segunda figura figura inicial.
la compara inscrita ni la
respecto a la compara
figura inicial. respecto a la

figura inicial.

NIVEL 3

Item# 1 El estudiante El  estudiante El estudiante El  estudiante El estudiante
describe de describe algunas presenta  ideas describe de no
forma correcta observaciones vagas al forma proporciono
todas las correctas sobre describir la incorrecta las evidencias
observaciones la tercera figura tercera  figura observaciones  escritas  del
sobre la tercera presentada. presentada. sobre la tercera item
figura figura propuesto.
presentada. presentada.

Item# 2 El estudiante El  estudiante El estudiante El  estudiante El estudiante
precisa y precisa y presenta ideas precisa y no
compara de compara de vagas al precisar compara de proporcion6
manera correcta manera correcta y comparar las manera evidencias
todas las algunas magnitudes de la incorrecta las escritas  del
magnitudes de la magnitudes de figura inscrita magnitudes de item
figura la figura presentada. lafigurainscrita propuesto.
presentada en presentada presentada.
relacion a la respecto a la
segunda figura segunda figura
inscrita. inscrita.

item# 3 El estudiante El  estudiante El estudiante El estudiante no El estudiante

presenta

presenta

presenta  ideas

presenta

no
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argumentos,

argumentos 0

vagas o indicios

argumentos  ni

proporciono

procedimientos  procedimientos, a conceptos encuentra ninguna
y encuentra el pero no respecto al valor correctamente  evidencia
valor correcto de  encuentra el delalongituddel el valor de la escrita del
la longitud del valorcorrectode lado de latercera longitud del item
lado de latercera la longitud del figura inscrita. lado de la propuesto.
figura inscrita. lado de la tercera  figura

tercera  figura inscrita.

inscrita.

Item# 4 El estudiante El  estudiante El estudiante El estudiante no El estudiante
presenta presenta presenta  ideas presenta no
argumentos, argumentos 0 Vvagas O indicios argumentos ni proporciono
procedimientos  procedimientos, a conceptos encuentra ninguna
correctos y pero no respecto al valor correctamente  evidencia
encuentra el encuentra el del perimetro de el valor del escrita del
valor del valor del la tercera figura perimetro de la item
perimetro de la perimetro de la inscrita. tercera  figura propuesto.
tercera  figura tercera  figura inscrita.
inscrita. inscrita.

Item#5 El estudiante El  estudiante El estudiante El estudiante no El estudiante
presenta presenta presenta  ideas encuentra no
argumentos, argumentos 0 Vvagas O indicios correctamente  proporcion6
procedimientos  procedimientos, a conceptos el éarea de la ninguna
correctos 'y es pero no respecto al valor tercera figura evidencia
capaz de encuentra del area de la inscrita ni la escrita del
calcular el area correctamente el tercera  figura compara ftem
de la tercera areade latercera inscrita. respecto a la propuesto.
figura inscrita y figura inscrita ni segunda figura.
la compara la compara
respecto a la respecto a la
segunda figura.  segunda figura.

NIVEL 4

Item# 1 El estudiante El  estudiante El estudiante El  estudiante El estudiante

argumenta  de
forma correcta
por que la
construcciéon de
n figuras
inscritas podria
realizarse en la

argumenta
algunas
observaciones
correctas sobre
porqué la
construcciéon de
n figuras

presenta  ideas
vagas al
argumentar el
porqué la
construccion de
n figuras

inscritas  podria

argumenta de
forma

incorrecta el
porqué la
construccion de
n figuras
inscritas podria

no
proporciono
evidencias
escritas
item
propuesto.

del
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figura

inscritas podria

realizarse en la

realizarse en la

presentada. realizarse en la figura figura
figura presentada. presentada.
presentada.
Item# 2 El estudiante El  estudiante El estudiante El  estudiante El estudiante
calcula y calcula y presenta ideas precisa y no
compara de compara de vagas al calcular compara de proporciono
manera correcta manera correcta las longitudes de manera evidencias
las longitudes de algunas de las la primera, incorrecta las escritas  del
la primera, longitudes de la segunda, tercera, longitudes de la item
segunda, tercera, primera, cuarta y enésima primera, propuesto.
cuartay enésima segunda, figura inscrita. segunda,
figura inscrita. tercera, cuarta y tercera, cuarta y
enésima figura enésima figura
inscrita. inscrita.
item#3 El estudiante El  estudiante El estudiante El estudiante no El estudiante
presenta presenta presenta  ideas presenta no
argumentos, argumentos 0 Vvagas o indicios argumentos ni proporciond
procedimientos  procedimientos, a conceptos encuentra ninguna
y encuentra los pero no respecto al valor correctamente  evidencia
valores correctos encuentra el del perimetro de el valor del escrita del
de los valorcorrectode la primera, perimetro de la item
perimetros de la los perimetros segunda, tercera, primera, propuesto.
primera, de la primera, cuartay enésima segunda,
segunda, tercera, segunda, figura inscrita. tercera, cuarta 'y
cuarta y enésima tercera, cuarta y enésima figura
figura inscrita. enésima figura inscrita.
inscrita.
item# 4 El estudiante El  estudiante El estudiante El estudiante no El estudiante
presenta presenta presenta  ideas encuentra no
argumentos, argumentos 0 vagas respecto al correctamente  proporciond
procedimientos  procedimientos, calculo del valor el area de la ninguna
correctos 'y es pero no del &area en la primera, evidencia
capaz de encuentra primera, segunda, escrita del
calcular el area correctamente el segunda, tercera, tercera, cuartay item
de la primera, aea de las cuartayenésima enésima figura propuesto.
segunda, tercera, enésimas figuras figura inscrita. inscrita.
cuarta y enésima inscritas.
figura inscrita.
item#5 El estudiante El  estudiante El estudiante El  estudiante El estudiante

elabora un
listado correcto
de las

elabora un
listado con
algunas

presenta  ideas
vagas al elaborar
un listado de

elabora un
listado
incorrecto  de

no
proporciond
ninguna
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longitudes, longitudes, longitudes, las longitudes, evidencia
perimetros y perimetros y perimetros y perimetros y escrita del
dreas de las areas correctas areas de las éareas de las item
figuras de las figuras figuras figuras propuesto.
construidas. construidas. construidas. construidas.

Item# 6 El estudiante El  estudiante El estudiante El  estudiante El estudiante
argumenta argumenta presenta  ideas argumenta no
correctamente algunas vagas o indicios incorrectamente proporciond
las  relaciones relaciones a conceptos las relaciones ninguna
encontradas correctamente respecto a encontradas evidencia
entre las figuras entre las figuras algunas entre las figuras escrita del
construidas, sus construidas, sus relaciones entre construidas, sus item
perimetros y perimetros y las figuras perimetros y propuesto.

areas.

areas.

construidas, sus
perimetros y
areas.

areas.

Fuente: Elaboracion propia

Tabla 4.9 Resultados de la sesion de trabajo # 4

Correcto Parcialmente Indicios a Incorrecto No Contesto
correcto conceptos e
ideas
matematicas
Nivel 1
Item# 1 2 1 1 0 0
Item # 2 3 1 0 0 0
item#3 3 1 0 0 0
Nivel 2
Item#1 3 1 0 0 0
Item # 2 1 2 1 0 0
item#3 4 0 0 0 0
Item # 4 3 1 0 0 0
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Item#5

Nivel 3

Item# 1

Item # 2

Item# 3

Item# 4

Item#5

Nivel 4

Item#1

Item # 2

Item# 3

Item# 4

Item#5

Item#6

2

Fuente: Elaboracion propia
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Gréfica 8 Resultados de la sesion de trabajo # 4
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Fuente: Elaboracion propia.

#2 #3 #4 #5 #1

Nivel 2

Nivel 3

Tabla 4.10 Rubrica de evaluacion de la sesion de trabajo # 5

Nivel 4

#2 #3 #4 #5 #1 #2 #3 #4 #5 #6

Incorrecto ®m No Contesto

Correcto

Parcialmente
correcto

Indicios a
conceptos e
ideas
matematicas

Incorrecto

No Contestd

NIVEL 1

Item# 1

El estudiante

El estudiante

El estudiante

El  estudiante

El estudiante

describe de describe algunas presenta ideas describe de no
forma correcta observaciones vagas al forma proporciond
todas las correctas sobre describir la incorrecta las evidencias
observaciones la figura figura observaciones  escritas  del
sobre la figura presentada. presentada. sobre la figura item
presentada. presentada. propuesto.
item#2 El estudiante El  estudiante El estudiante El  estudiante El estudiante
especifica todas especifica presenta  ideas especifica no
las algunas vagas al caracteristicas  proporcion6
caracteristicas caracteristicas especificar incorrectasde la  evidencias
correctas de la correctas de la caracteristicasde figura escritas  del
figura figura la figura presentada. item
presentada. presentada. presentada propuesto.
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Item#3 El estudiante El  estudiante El estudiante El  estudiante El estudiante
argumenta  de argumenta presenta  ideas argumenta no
manera correcta algunas vagas al magnitudes proporciono
todas las magnitudes describir incorrectas de la  evidencias
magnitudes correctas en la magnitudes enla figura escritas  del
encontradas la figura figura presentada. item
figura presentada. presentada. propuesto.
presentada.

NIVEL 2

Item#1 El estudiante El  estudiante El estudiante El  estudiante El estudiante
describe de describe algunas presenta  ideas describe de no
forma correcta observaciones vagas al forma proporciono
todas las correctas sobre describir la incorrecta las evidencias
observaciones la figura figura observaciones  escritas  del
sobre la figura presentada. presentada. sobre la figura item
presentada. presentada. propuesto.

Item#2 El estudiante El  estudiante El estudiante El  estudiante El estudiante
precisa y precisa y presenta ideas precisa y no
compara de compara de vagasal precisar compara de proporciond
manera correcta manera correcta y comparar las manera evidencias
todas las algunas magnitudes de la incorrecta las escritas  del
magnitudes magnitudes de figura inscritaen magnitudes de item
encontradas de la figura inscrita relacibn a la lafigurainscrita propuesto.
la figura inscrita en relacion a la primera en relacion a la
en relacion a la primera. primera
primera.

item#3 El estudiante El  estudiante El estudiante El estudiante no El estudiante
presenta presenta presenta  ideas presenta no
argumentos, argumentos 0 vagas, 0 indicios argumentos ni proporcion6
procedimientos  procedimientos a conceptos encuentra ninguna
correctos y pero no respecto al valor correctamente  evidencia
encuentra el encuentra el delalongituddel el valor de la escrita del
valor de la valor de la lado de la longitud del r item
longitud del lado longitud lado de segunda figura lado de la propuesto.
de la segunda la segunda inscrita. segunda figura
figura inscrita. figura inscrita. inscrita.

item#4 El estudiante El  estudiante El estudiante El estudiante no El estudiante

presenta
argumentos,
procedimientos
correctos y
encuentra el

presenta
argumentos 0
procedimientos
pero no
encuentra el

presenta  ideas
vagas, o indicios
a conceptos
respecto al valor
del perimetro del

presenta
argumentos  ni
encuentra
correctamente
el valor del

no
proporciond
ninguna
evidencia

escrita del
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valor del valor del hexagono perimetro  del item
perimetro  del perimetro  del inscrito. hexagono propuesto.
hexagono hexagono inscrito.
inscrito. inscrito.

item#5 El estudiante El  estudiante El estudiante El estudiante no El estudiante
presenta presenta presenta ideas encuentra no
argumentos, argumentos 0 Vvagas o indicios correctamente  proporcion6
procedimientos  procedimientos, a conceptos el area del ninguna
correctos 'y es pero no respecto al valor hexéagono evidencia
capaz de encuentra del area del inscrito ni la escrita del
calcular el area correctamente el hexagono compara item
del  hexagono é&rea del inscrito. respecto a la propuesto.
inscrito 'y la hexagono figura inicial.
compara inscrito nila
respecto a la compara
figura inicial. respecto a la

figura inicial.

NIVEL 3

item#1 El estudiante El  estudiante El estudiante El  estudiante El estudiante
describe de describe algunas presenta  ideas describe de no
forma correcta observaciones vagas al forma proporciond
todas las correctas sobre describir la incorrecta las evidencias
observaciones la figura figura observaciones  escritas  del
sobre la figura presentada. presentada. sobre la figura item
presentada. presentada. propuesto.

Item# 2 El estudiante El  estudiante El estudiante El  estudiante El estudiante
precisa y precisa y presenta ideas precisa y no
compara de compara de vagas al precisar compara de proporcion6
manera correcta manera correcta y comparar las manera evidencias
todas las algunas magnitudes en la incorrecta las escritas  del
magnitudes magnitudes en figura inscrita magnitudes de item
encontradas en la figura presentada. lafigurainscrita propuesto.
relacibn a la presentada presentada.
segunda figura respecto a la
inscrita. segunda figura

inscrita.
item# 3 El estudiante El  estudiante El estudiante El estudiante no El estudiante

presenta
argumentos,
procedimientos
y encuentra el
valor correcto de
la longitud del

presenta

argumentos 0
procedimientos,
pero no
encuentra el
valor correcto de

presenta  ideas
vagas o indicios
a conceptos
respecto al valor
de la longitud del
lado del segundo

presenta
argumentos  ni
encuentra
correctamente
el valor de la
longitud del

no
proporciono
ninguna
evidencia

escrita del
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lado del segundo la longitud del hexégono lado segundo item
hexagono lado del inscrito. hexagono propuesto.
inscrito. segundo inscrito.

hexagono

inscrito.

Item# 4 El estudiante El  estudiante El estudiante El estudiante no El estudiante
presenta presenta presenta ideas presenta no
argumentos, argumentos 0 vagas, o indicios argumentos ni proporciond
procedimientos  procedimientos a conceptos encuentra ninguna
correctos y pero no respecto al valor correctamente  evidencia
encuentra el encuentra el del perimetrodel el valor del escrita del
valor del valor del segundo perimetro  del item
perimetro  del perimetro del hexagono segundo propuesto.
segundo segundo inscrito. hexagono
hexagono hexagono inscrito.
inscrito. inscrito.

item#5 El estudiante El  estudiante El estudiante El estudiante no El estudiante
presenta presenta presenta  ideas encuentra no
argumentos, argumentos 0 Vvagas O indicios correctamente  proporcion6
procedimientos  procedimientos, a conceptos el &rea del ninguna
correctos 'y es pero no respecto al valor segundo evidencia
capaz de encuentra del &rea del hexagono escrita del
calcular el area correctamente el segundo inscrito, ni la item
del segundo areadel segundo hexagono compara propuesto.
hexagono hexagono inscrito. respecto a la
inscrito 'y la inscrito, ni la segunda figura.
compara compara
respecto a la respecto a la
segunda figura.  segunda figura.

NIVEL 4

Item# 1 El estudiante El  estudiante El estudiante El  estudiante EIl estudiante

argumenta  de
forma correcta
por que la
construccion de
n hexagonos
inscritos podria
realizarse.

argumenta
algunas
observaciones
correctas sobre
porque la
construccién de
n hexagonos
inscritos podria
realizarse.

presenta  ideas
vagas al
argumentar el
porqué la

construccion de
n hexagonos
inscritos podria
realizarse.

argumenta de
forma
incorrecta el
porqué la
construccion de
n  hexagonos
inscritos podria
realizarse.

no
proporciono
evidencias
escritas
item
propuesto.

del
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Item# 2 El estudiante El  estudiante El estudiante El  estudiante El estudiante
calcula y calcula y presenta ideas precisa y no
compara de compara de wvagas al calcular compara de proporciond
manera correcta manera correcta las longitudes de manera evidencias
las longitudes de algunas de las la primera, incorrecta las escritas  del
la primera, longitudes de las segunda, tercera, longitudes de la item
segunda, tercera, enésima cuarta y enésima  primera, propuesto.
cuarta y enésima hexagonos hexagonos segunda,
hexagonos inscritos. inscritos. tercera, cuarta 'y
inscritos. enésima

hexagonos
inscritos.

item#3 El estudiante El  estudiante El estudiante El estudiante no El estudiante
presenta presenta presenta ideas presenta no
argumentos, argumentos 0 Vvagas o indicios argumentos ni proporciond
procedimientos  procedimientos, a conceptos encuentra ninguna
y encuentra los pero no respecto al correctamente  evidencia
valores correctos encuentra el célculo del valor el wvalor del escrita del
de los perimetro valor correctode del perimetro en perimetro  del item
del primero, los perimetros el primero, primero, propuesto.
segundo, de los enésimos segundo, tercero, segundo,
tercero, cuarto y hexagonos cuarto y tercero, cuartoy
enésimos inscritos. enésimos enésimos
hexagonos hexagonos hexagonos
inscritos. inscritos. inscritos.

item# 4 El estudiante El  estudiante El estudiante El estudiante no El estudiante
presenta presenta presenta  ideas presenta no
argumentos, argumentos 0 vagas respecto al argumentos, proporciond
procedimientos  procedimientos, calculo del valor procedimientos ninguna
correctos 'y es pero no del area en el ni encuentra evidencia
capaz de encuentra primero, correctamente  escrita del
calcular el area correctamente el segundo, tercero, el area del item
del primero, area de los cuarto y primero, propuesto.
segundo, enésimos enésimos segundo,
tercero, cuarto y hexagonos hexagonos tercero, cuarto y
enésimos inscritos. inscritos. enésimos
hexagonos hexagonos
inscritos. inscritos.

item#5 El estudiante El  estudiante El estudiante El  estudiante EI estudiante
elabora un elabora un presenta ideas elabora un no
listado correcto listado con vagas al elaborar listado proporciono
de las algunas un listado de incorrecto de ninguna
longitudes, longitudes, longitudes, las longitudes, evidencia
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perimetros y perimetros y perimetros y perimetros y escrita del
areas de los areas correctas areas de los éareas de los item
hexagonos de los hexéagonos hexagonos propuesto.
inscritos hexagonos inscritos inscritos
construidos. inscritos construidos. construidos.
construidos.

item#6 El estudiante El  estudiante El estudiante El  estudiante El estudiante
argumenta argumenta presenta ideas argumenta no
correctamente algunas vagas o indicios incorrectamente proporciono
las  relaciones relaciones entre a conceptos las relaciones ninguna
encontradas los hexagonos respecto a encontradas evidencia
entre los inscritos algunas entre los escrita del
hexagonos construidos, sus relaciones entre hexagonos item
inscritos perimetros y de los hexadgonos inscritos propuesto.

construidos, sus
perimetros y
areas.

areas.

inscritos
construidos, sus
perimetros y
areas.

construidos, sus
perimetros vy
areas.

Fuente: Elaboracion propia

Tabla 4.11 Resultados de la sesion de trabajo # 5

Correcto Parcialmente Indicios a Incorrecto No Contesto
correcto conceptos e
ideas
matematicas
Nivel 1
Item # 1 3 0 1 0 0
Item # 2 1 1 1 1 0
Item #3 3 1 0 0 0
Nivel 2
Item# 1 3 1 0 0 0
Item # 2 2 2 0 0 0
item#3 2 1 0 1 0
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Item# 4

Item#5

Nivel 3

Item# 1

Item # 2

Item# 3

Item# 4

Item#5

Nivel 4

Item#1

Item # 2

Item# 3

Item# 4

Item#5

Item#6

1

Fuente: Elaboracion propia
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Gréfica 9 Resultados de la sesion de trabajo # 5
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1.5

Resultados de la sesion de trabajo 5

1
0

ftem item ftem item item ftem item item ftem item item ftem item item ftem item item ftem item

#1 #2 #3 #1

Nivel 1

B Correcto M Parcialmente correcto M Indicios a conceptos e ideas Matematicas

Fuente: Elaboracion propia.

#2 #3 #4 #5 #1

Nivel 2

#2 #3

Nivel 3

Tabla 4.12 Rubrica de evaluacion de la sesion de trabajo # 6

Nivel 4

#4 #5 #1 #2 #3 #4 #5 #6

Incorrecto @ No Contesto

Correcto

Parcialmente
correcto

Indicios a
conceptos e
ideas
matematicas

Incorrecto

No Contestd

NIVEL 1

Item# 1

El estudiante

El estudiante

El estudiante

El  estudiante

El estudiante

describe de describe algunas presenta  ideas describe de no
forma correcta observaciones vagas al forma proporciond
todas las correctas sobre describir la incorrecta las evidencias
observaciones la figura figura observaciones  escritas  del
sobre la figura presentada. presentada. sobre la figura item
presentada. presentada. propuesto.
item#2 El estudiante El  estudiante El estudiante El estudiante no El estudiante
presenta presenta presenta  ideas presenta no
argumentos, argumentos 0 vagas O indicios argumentos ni proporciond
procedimientos  procedimientos, a conceptos encuentra ninguna
correctos y pero no respecto al valor correctamente  evidencia
encuentra el encuentra el el valor de la escrita del
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valor de la
longitud de la
espiral.

valor de Ia
longitud de la
espiral.

de la longitud de
la espiral.

longitud de la
espiral.

item
propuesto.

NIVEL 2

item#1 El estudiante El  estudiante El estudiante El  estudiante El estudiante
describe de describe algunas presenta  ideas describe de no
forma correcta observaciones vagas al forma proporciond
todas las correctas sobre describir la incorrecta las evidencias
observaciones la figura figura observaciones  escritas  del
sobre la figura presentada. presentada. sobre la figura item
presentada. presentada. propuesto.

Item# 2 El estudiante El  estudiante El estudiante El  estudiante El estudiante
precisa y precisa y presenta ideas precisa y no
compara de compara de vagas al precisar compara de proporciond
manera correcta manera correcta y comparar las manera evidencias
todas las algunas magnitudes en la incorrecta las escritas  del
magnitudes magnitudes en figura magnitudes de item
encontradas en la figura presentada. la figura propuesto.
la figura presentada presentada.
presentada en respecto a la
relacion a la segunda figura.
segunda figura.

Item# 3 El estudiante El  estudiante El estudiante El  estudiante EIl estudiante
argumenta  de argumenta presenta  ideas argumenta de no
forma correcta algunas vagas al forma proporciono
por que la observaciones argumentar incorrecta evidencias
construccion de correctas sobre porque la porque la escritas  del
cada una de las porque la construccion de construccion de item
espirales podria construccion de cada una de las cada una de las propuesto.
realizarse de cada una de las espirales podria espirales podria
manera espirales podria realizarse de realizarse  de
indefinida. realizarse de manera manera

manera indefinida. indefinida.
indefinida.

Item# 4 El estudiante El  estudiante El estudiante El  estudiante El estudiante
calcula y calcula y presenta ideas calcula y no
justifica de justifica de wvagas al calcular justifica de proporciond
manera correcta manera correcta y justificar las manera evidencias
las longitudes de algunas de las longitudes de incorrecta las escritas  del
cada una de las longitudes de cada una de las longitudes de item
espirales. cada una de las espirales. cada una de las propuesto.

espirales.

espirales.

Fuente: Elaboracidn propia.

321



Tabla 4.13 Resultados de la sesion de trabajo # 6

Correcto Parcialmente Indicios a Incorrecto No Contesto
correcto conceptos e
ideas
matematicas
Nivel 1
Item# 1 2 1 1 0 0
Item# 2 2 1 1 1 0
Nivel 2
Item# 1 3 1 0 0 0
Item # 2 2 1 1 0 0
item# 3 2 1 0 1 0
Item # 4 2 1 1 0 0

Fuente: Elaboracion propia.

Gréfica 10 Resultados de la sesion de trabajo # 6
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Fuente: Elaboracion propia
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5 Conclusiones y recomendaciones

En este ultimo capitulo se presentan las conclusiones y recomendaciones de los resultados
que se han obtenido con el progreso de cada uno de los capitulos que conforman esta
investigacion. Estos resultados son producto de las preguntas de investigacion planteadas en
el Capitulo 1, y de los objetivos especificos propuestos para la consecucidn de las respuestas

a estas preguntas.

5.1 Conclusiones

Con respecto al primer objetivo de la investigacion; explorar los conocimientos previos que
poseen los estudiantes referentes a sumas finitas e infinitas vinculadas con el concepto de
series geométricas y respondiendo a la primera pregunta de investigacién, no son
evidenciados a gran escala en la prueba diagnéstica. Esto implica que los estudiantes no
poseen algunos conceptos basicos necesarios para la nocion y comprension de la serie
geometrica. Lo anterior evidencia que en la etapa diagnostica de acuerdo a los conocimientos
previos que los estudiantes, estos no destacan el uso de elementos e indicadores de
pensamiento variacional como por ejemplo: identificacion de patrones (Vasco, 2006),
articulaciéon de procesos geométricos (MEN, 1998), asi como de la existencia de
covariaciones en sus argumentos (Mendoza, 2016), asi como saber identificar en el objeto
matematico lo que varia, cuanto varia y como varia al momento de trabajar o resolver

situaciones problema (Vasco, 2002) .

De igual manera se evidencian dificultades en la resolucion de cada una de los problemas
propuestos de serie geométrica, como por ejemplo en su mayoria los estudiantes no llegaron

a terminar todos los ejercicios completos del primer inciso, y ademas presentaron ideas vagas
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correspondientes a la suma de series finitas. Asimismo, en las dificultades encontradas se
detectd que no logran calcular correctamente series de sumas infinitas sobre todo de cubos.
Es asi que la mayoria de estudiantes no alcanzaron los objetivos completamente segln lo
establecido en las rabricas y se percibieron errores de tipo matematico y falta de comprension
al resolver dichas sumas de series geomeétricas, asi como la debilidad en los conocimientos

previos de cursos como pre célculo que los estudiantes deberian de poseer.

Estos indicadores sefialados, denotan que los estudiantes mostraron dificultades para
responder las consignas respecto a dichos célculos, ya que ningun estudiante de los diecisiete
pudo resolver los tres incisos correctamente. Al respecto, los estudiantes en su mayoria,
tienen concepciones confusas asociadas a las estrategias para poder calcular sumas infinitas
a pesar de realizar algunos célculos aritméticos coherentes. Por tanto, las respuestas permiten
conjeturar gque los estudiantes no han desarrollado elementos, indicadores de desarrollo del
pensamiento matematico variacional (Posada et al., 2006) en relacién a argumentar sus
procedimientos y a obtener calculos numéricos correctos, sin dar una explicacion de los
mismos, lo que significa que no han desarrollado completamente un pensamiento

matematico.

Con respecto al segundo objetivo del estudio; sobre el disefio e implementacién de las
sesiones de trabajo y respondiendo a la segunda pregunta de investigacion, se articularon
situaciones con el objetivo que estas fuesen accecibles y significativas a los estudiantes. En
este sentido, se disefiaron sesiones de trabajo en las que se evidencié que las actividades les
brindé una forma diferente para abordar una introduccion a la tematica de serie geométrica.
Estas sesiones perseguian que a través del analisis de fenédmenos que implican el cambio y

variacion, desarrollar el pensamiento variacional con sus niveles y elementos, asi como la
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articulacion de sus diversos registros de representacién semiotica con el uso de este

pensamiento y lograr la construccion del concepto de serie geométrica.

De igual manera llevaban implicitas situaciones y fendmenos de cambio y variacién, donde
se adecu6 un cimiento para estimular el desarrollo del pensamiento variacional donde los
estudiantes lograron llevar a cabo tareas de conversion, como transitar el concepto de serie
geométrica en diversos registros de representacion, asi como de tratamientos y transitar el
objeto serie geometrica en un mismo registro. De lo anterior Duval y Sdenz (2016:91) afiman
que “cambiar el registro de representacion es el umbral de la comprension matematica para
los aprendices en cada etapa del curriculo. Ello depende de la coordinacion de varios registros

de representacion”.

Es asi que con laimplementacion de estas sesiones de trabajo se pretendid que los estudiantes
identifiquen de manera adecuada el concepto de serie geométrica, identifiquen variables y
constantes en el objeto matematico, asi como lo que varia un objeto, cuanto varia, cuanto
simplifica y que el estudiante haga uso adecuado de distintos registros de representacion, de
conversiones y de tratamiento con apoyo del software Geogebra. Tambien que puedan
identificar adecuadamente el patron en que el area, perimetro, longitud cambia en cada figura

y sumar las areas, perimetros y longitudes de las infinitas figuras construidas.

Al mismo tiempo que ellos visualizan de manera adecuada la descomposicion de figuras
geomeétricas en otras menores, en el proceso de solucion de la propuesta planteada haciendo
uso de Geogebra (Ruiz et al.,2013), y hacen uso del software de forma adecuada para la

construccion de diferentes tipos de figuras geométricas.
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En conclusion, los problemas propuestos presentan diferentes tipos de estrategias, ideas,
formas de razonar y establecen correlaciones entre diferentes magnitudes lo que nos permite
una perspectiva de que los conceptos de variacion y el cambio se desarrollen y puedan ser
parte de los esquemas cognitivos de los estudiantes, articulandose y desarrollandose de
manera adecuada. Es asi que las diferentes sesiones de trabajo aplicadas fueron analizadas
desde el primer nivel de analisis del Enfoque Ontosemidtico, especificamente considerando
el lenguaje, definiciones, afirmaciones, procedimientos, argumentaciones, concepciones.
Todos estos elementos analizados desde lo previo y lo desarrollado eventualmente (Mendoza,

2016).

El tercer objetivo de investigacion, se refiere a los elementos que reflejan los estudiantes en
sus producciones que permitan reflexionar respecto a la presencia o no del pensamiento
variacional al resolver las situaciones planteadas en las sesiones de trabajo que involucra
series geomeétricas con apoyo de Geogebra. Es asi que respondiendo a la tercera pregunta de
investigacion se tomd como referencia la perspectiva que brinda el analisis de las
producciones estudiantiles con el EOS, que en su primer nivel de analisis se asocia a los
objetos y fases primarias de los trabajos de los estudiantes, asi como de sus afirmaciones,
argumentos, concepciones y procedimientos. La revision de las bibliografia, acorde al
pensamiento variacional, ayudé a la construccion de la perspectiva tedrica de dicho

pensamiento al cual hacemos referencia en esta investigacion.

Si nos basamos en las representaciones utilizadas por los estudiantes, en cuanto a las
conversiones mas frecuentes que se encontraron en los cuatro grupos de estudiantes entre los
diversos sistemas de representacion en la solucién de las sesiones de trabajo y prueba final

gue involucran series geomeétricas estan:
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= La conversion de un registro aritmético a un registro algebraico.
= La conversién de un registro verbal a un registro aritmético.
= Laconversion de un registro de representacion pictdrico a un registro aritmético.

= La conversion de un registro de representacion pictérico a un registro algebraico.

Asimismo en los trabajos hechos por los estudiantes en las sesiones de trabajo se ha
evidenciado indicios de desarrollo de pensamiento variacional reflejados mediante alguna
representaciones. Por ejemplo, tres grupos en ocasiones para dar ciertos argumentos hicieron

comentarios expresados mediante registro de lenguaje natural o verbal.

Atendiendo a estas consideraciones, entre los elementos que los estudiantes evidenciaron esta
el uso de algunas estrategias para la resolucion ante la situacion propuesta donde la
articulacion entre registros como el aritmético con el verbal y el geométrico con el analitico
algebraico fueron los que mas favorecieron a dar respuesta a la situaciones problema.
Ejemplo de lo anterior fue cuando evidenciaron la descomposicion de las figuras de las
sesiones en otras menores y en la situacion de reunir todas las areas de las n figuras que
lograron construir con apoyo de Geogebra donde utilizaron la serie geométrica para calcular
los valores, asi como de igual manera diferenciaron procesos finitos de infinitos donde
concluian que los procesos y célculos se pueden realizar con argumentos finalizando estos

en algin momento.

En algunas sesiones desarrolladas los grupos obtuvieron respuestas analogas a pesar de las
diferentes estrategias efectuadas. Las diferentes estrategias a las que recurrieron sobresalen
estrategias de argumento, estrategias aritméticas y estrategias visuales articuladas con

tratamientos algebraicos.
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Volviendo a las conclusines en cuanto al analisis de los objetos y fases primarias del EOS
sobre las producciones de los estudiantes en las sesiones de trabajo tenemos que: En lo
referente a lenguaje fue destacado en cierta medida el uso de recursos linguisticos asociados

a conceptos matematicos que utilizaron en las sesiones de trabajo.

De acuerdo con estos recursos linguisticos (conceptos formales de la matematica que
involucran definiciones, propiedades, entre otros) que se incluyen y surgieron de las sesiones
de trabajo, estan por ejemplo: sucesion, cuadrados, poligono regular, longitud, medida,
construccidn, lado, series, puntos medios, areas, figura inscrita, perimetro, cuadrado interno,
fractal, pequefio, reduciendo, patrdn, infinito, triangulos reducidos, teorema, insertando
(dentro de otra figura), diagonal, figura geométrica, patrones, construccion (de n figuras
inscritas), mitad, secuencia (de patrones mediante una férmula), medida, datos, formula,
profundidad, externo, decreciendo, esto evidencia que los estudiantes tienen las ideas basicas,
lo que les permite desarrollar la situacion con los conocimientos adquiridos, y reafirma que

hay procesos al interior de los conocimientos que manejan los estudiantes.

Las formas de argumentacion de sus afirmaciones son visuales y muestran dominios
conceptuales a conceptos matematicos (codigos variacionales ) (Caballero y Cantoral, 2013),
los cuales estan en un nivel basico segun los niveles de desempefio en relacion al desarrollo
del pensamiento variacional (Béez et al., 2017:97) que es la expresion del nivel primario. Sin
embargo las aseveraciones y afirmaciones que presentan evidencian que se requiere potenciar
aun mas dichos aspectos de los conceptos matematicos desde otra mirada méas dinamica y

menos estatica.
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Referente a los procedimientos de los estudiantes, en su mayoria estos coincidieron en:
determinar en los objetos matematicos lo que cambia y varia, lo que permanece constante,
identificar patrones de regularidad de los procesos (Vasco, 2006), recurrir a distintas
representaciones del concepto de serie geométrica al identificarla en un registro algebraico
desde un registro verbal o geométrico y en un registro geométrico desde un registro
algebraico (Duval, 2004a), plantear modelos o expresiones algebraicas, plantear expresiones
algebraicas como los modelos correspondes a diversos problemas planteados en forma verbal
o figural, construir figuras inscritas como mediador para construir series geométricas,

plantear expresiones algebraicas a partir de figuras y dimensiones.

Asi mismo a través de realizar calculos, los estudiantes recurrieron a uso de la seriacion como
una de las estrategias variacionales propuestas por (Caballero y Cantoral, 2013) quien sefiala
que la seriacién como estrategia variacional, puede ser usada para encontrar patrones, o
encontrar relaciones entre variables o funciones, entre otras. De acuerdo a los procedimientos
anteriores,los estudiantes trataron de dar respuesta a la situaciones problema en las sesiones
de trabajo apoyados con el software Geogebra enfocandose en elementos del pensamiento
variacional, como lo que cambia y cuanto cambia, donde principalmente utilizaron la serie

geométrica para calcular valores correspondientes a cada figura.

En cuanto a los argumentos de la investigacion, el software Geogebra fue de ayuda a los
estudiantes para poder visualizar los comportamientos de las figuras, asi como su cambio y
cuanto cambian, los resultado de sus mediciones y con esto construir argumentos para
realizar sus discusiones y llegar a consensos en cada uno de los grupos de trabajo
conformados. Por ejemplo en sus argumentos evidenciaron habilidades cognitivas, tales

como visualizar, representar, conjeturar, refutar y sintetizar las cuales pusieron en escena en
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los distintos argumentos que fueron plasmados por algun tipo de representacion ostensible

(Cabezas y Mendoza, 2016).

Algunos estudiantes brindan sus argumentos basados solamente en aspectos visuales y de
intuicion, aunque, en sus escritos también evidencian argumentos con caracteristicas que
evidencian un pensamiento variacional, por ejemplo: en la sesion de trabajo #5, donde
argumentan que si el proceso de construccion continuara llegaria un momento que la figura
debera ser muy pequefia ya que el hexagono se construye con los puntos medios del anterior
y siempre existira la mitad de un namero..., de igual manera cada vez el lado de los
hexagonos inscritos se reducira a la mitad. Ellos utilizan argumentos algebraicos para
justificar la construccion de una secesion de medidas relacionadas a los elementos de los
hexagonos. Asi mismo argumentan que es posible construir sin fin los hexagonos con el

hecho de que las medidas en base a numeros siempre pueden dividirse.

En cuanto a las concepciones, estas se evidenciaron en tres (G1,G2, Y G4) de los cuatro
grupos, donde los estudiantes en su mayoria hablan de aumento y disminucion en base a
objetos matematicos (expresados en distintos términos) para describir lo que ocurre en el
proceso de construccion de figuas y elementos asociados a éstos. De igual manera descubren
como elementos de variacion, las medidas asociadas a las areas, perimetros, radios, etc.,
evidenciando tener una idea clara de estos conceptos. Los estudiantes tambien realizan
procesos de visualizacion (Arcavi, 2003) pues atribuyen propiedades a los objetos y figuras
geométricas en sus distintas representaciones, e hicieron el proceso de descomponer las
figuras de las sesiones de trabajo en otras pequefias y también al momento de calcular todas

las areas de las n figuras donde hacen uso de la serie geometrica.
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En general los estudiantes del G1,G4 hicieron célculos e hicieron descomposicién de figuras
y encontraron patrones (Vasco, 2006) de construccion. Se abocaron a realizar calculos en
representaciones de tipo algebraico y aritmetico que intentaron modelar en los problemas
planteados en representacion geometrica haciendo uso de Geogebra, ademas de representar
argumentos escritos de conceptos matematicos como un medio de apoyo Yy sustento a los
procedimientos utilizados. En este sentido Socas, Camacho, Palarea y Herndndez (1989)
sugieren que el uso de mas de un registro para representar un concepto favorece la abstraccion
del concepto, ya que tenemos mé&s puntos de referencia y permiten establecer asi mas
relaciones. Es asi que el hecho de presentar un concepto de formas diversas hace que a este
se le conozca en mas facetas de las que normalmente se le considera cuando se hace el

aprendizaje con un solo lenguaje.

El recurso de Geogebra, como una herramienta de apoyo fue de gran utilidad, puesto que se
percibid que los estudiantes progresaron en aspectos cognitivos principalmente en uso de la
visualizacion (Villa 'y Ruiz, 2010), para poder resolver problemas, entre otros aspectos. Asi
mismo se vislumbro que los estudiantes progresaron al evidenciar sus concepciones en
aspectos de la cognicién, ya que, por ejemplo al momento de descomponer las figuras para
hacer uso de estas concepciones y poder argumentar, se encontraron estrategias para resolver
situaciones planteadas, asi como diferentes tipos de representaciones articulando entre

registros principalmente el geométrico con el analitico algebraico, entre otros aspectos.

En concordacia con (Arcavi, 2003), la visualizacién es un requisito indispensable para
desarrollar pensamiento variacional puesto que es el canal receptor de lo visual y de otros
sentidos para la posterior comprension de los procesos cognitivos que involucra una situacién

didactica. Es asi que para la contruccion de objetos matematicos y desarrollo de aspectos
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cognitivos, la visualizacién y el desarrollo de pensamiento variacional deben ser apoyadas

con el uso de softwares dindmicos (Garcia y Benitez, 2015).

Por tanto, en las sesiones de trabajo, en su mayoria evidenciaron la fortaleza en algunas fases
primarias del pensamiento variacional como el lenguaje, las afirmaciones, los
procedimientos, y los otros que se deben fortalecer como son los argumentos, Yy
concepciones, ya que varios estudiantes no logran hacer la articulacion entre variables
involucradas y resolver en su totalidad algunos problemas en las situaciones propuestas. No
obstante se han encontrado en las producciones estudiantiles elementos vislumbrantes de
desarrollo de estructuras de pensamiento variacional como identificar, analizar e interpretar,

diferentes situaciones relacionadas con el cambio y la variacion (Cabezas y Mendoza, 2016).

De igual manera evidencian los procesos matematicos (MEN, 2006) en las sesiones de
trabajo cuando los estudiantes, razonan, modelan (representan), construyen, comparan y
gjercitan procedimientos de resolucion. Es asi que el engranaje de estos procesos (engranaje
entendido como el mecanismo para transmitir potencia y dinamismo de un proceso a otro y
desarrollar la actividad matematica propia del pensamiento variacional, se caracterizan como

habilidades inherentes al pensamiento variacional.

Sin embargo, a medida avanzaban en las sesiones de trabajo hasta llegar a la prueba final, se
observd avances respecto a evidencias de pensamiento variacional en relacion a los primeros
instrumentos que se aplicaron al inicio del estudio. Cabe destacar que el trabajo en los
diferentes grupos ha sido importante y elemental en cuanto a las estrategias de resolucion en

los diferentes trabajos, la inventiva, y capacidad de solucién , los cuales son de gran aporte y
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ayuda para el estudiante ya que reafirman y desarrollan nuevas competencias y robustecen

el pensamiento variacional.

El cuarto objetivo de investigacion se refiere a categorizar los rasgos distintivos de las
producciones estudiantiles en la construccion de serie geométrica con apoyo del software
Geogebra, asociados a un pensamiento variacional, analizados desde diferentes categorias
para comprender de manera metddica el desarrollo de estas tareas. Por consiguiente de lo
anterior y respondiendo a la cuarta pregunta de investigacion se evidencia que los rasgos
distintivos (Ver a, b c. d, e, f) de las producciones estudiantiles a lo largo de su fase de
implementacidn de las sesiones de trabajo y prueba final y discutidas en las fases del analisis
del EQS, denotan caracteristicas muy cercanas y que refuerzan el pensamiento variacional

(Mendoza 2016). Estos razgos distintivos se evidencian en la siguientes categorias:

a) ldentificacion de elementos de pensamiento variacional como:
» |dentificacion adecuada de variables, constantes y establecen relaciones entre
ellas.
= Identificacion de covariacion.
= |dentificacion de reconocimiento de patrones.
b) Identificacion de los rasgos de la operatoria de sumas infinitas.
¢) Comprension adecuada de registros de representacion
d) Transito adecuado entre los registros de representacion.
e) Operacion adecuada de tratamiento interno en un mismo registro de representacion.
f) La visualizacién producto del dinamismo del software Geogebra que se reporto en
las sesiones de trabajo del uno al seis y en la prueba final donde se hicieron

construcciones sincrénicas.
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Sobre las bases de lo antes expuesto y con los trabajos matematicos implementadas en el
estudio de la series geométrica a través del andlisis de situaciones en las sesiones de trabajo
de cambio y variacion, se adecud un soporte para estimular el desarrollo del pensamiento
variacional. Segun Garcia y Benitez (2013) se conserva una articulacion entre el
razonamiento y esquemas mentales que los alumnos realizan al resolver las tareas que se les

proponen y la forma en que esta se les presenta.

Se logré de acuerdo al anélisis de las sesiones de trabajo y prueba final un nivel de desempefio
de los estudiantes logrado mediante el desarrollo del pensamiento variacional y su
articulacion con los registros de representacion, donde se tom6 como referencia los tres
niveles propuestos por Baez et al., (2017:97) (ver figura 5). Lo anterior, permitié reconocer
e identificar que los estudiantes en su mayoria alcanzaron el nivel dos de Relacion (ver figura
5); el cual es el nivel intermedio en el desarrollo del pensamiento variacional (Béez et al.,
2017), ya que los estudiantes lograron en sus producciones establecer relaciones entre los
diferentes elementos que distinguen la variacion (Caballero y Cantoral, 2013:6), manipular
relaciones, procesos algebraicos y geométricos, relacionar propiedades y reglas siguiendo
argumentos deductivos informales, reflexionar matematicamente y usar el lenguaje
matematico (co6digos variacionales) para argumentar la solucién de problemas sin llegar a

formalizar la definicion de serie geométrica.

De igual manera los estudiantes pudieron identificar variables y constantes, plantear
expresiones algebraicas y modelos correspondientes a diversas situaciones planteadas
(Vasco, 2006). En el mismo orden de ideas, el uso del lenguaje y las correctas concepciones

matematicas que demuestran tener, son un aporte significativo para estimular el desarrollo
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del pensamiento variacional de manera formal, el cual contribuye a la integracion del
pensamiento matematico y coadyuva a la aprehension y adquisicion de un conocimiento

significativo (Posada et al., 2006:18).

Las producciones de los trabajos estudiantiles en esta investigacion ofrecen una abundancia
de diversas estrategias de resolucion mediante visualizacion (Arcavi, 2003), asi como
articulaciones entre registros de representacion por parte de los estudiantes y obtenidas de
los instrumento aplicados, tanto individuales (prueba diagnostico, prueba evaluativa final)
como grupales (sesiones de estudio) que se les propusieron. Estos sistemas 0 registros
semidticos (Duval, 2006) evidenciaron que son de gran importancia para que el estudiante
pueda comprender y construir un significado holistico, teniendo en cuenta que enfrentarse a
situaciones como el trabajo hecho por los estudiantes en las sesiones de trabajo demanda una
adecuada coordinacion de representaciones aritméticas, simbolicas, verbales y en mayor

instancia representaciones algebraicas y geométricas.

Asimismo se evidencio que Geogebra como una herramienta de apoyo a la visualizacion
(Garcia y Benitez, 2013), contribuye de manera positiva en el desarrollo de habilidades
cognitivas de orden superior (andlisis, sintesis, desarrollo 16gico, visualizacion, entre otras),
también al fortalecimiento del pensamiento variacional (MEN, 2006) en algunos casos y en
otros al desarrollo de este pensamiento. Por tanto, es importante realizar actividades, sesiones
de trabajo y uso de software en donde surja la mayor cantidad de recursos, ya que por medio
de ellos, la captacion y aprehensién de un objeto matematico puede ser mas significativo para

los estudiantes.
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5.2 Recomendaciones

En base al resultado encontrado, se recomienda a la comunidad educativa en matematicas
seguir indagando en el pensamiento variacional y su potenciacion en el nivel medio
universitario, de modo que se promueva el desarrollo de pensamiento matematico desde

niveles iniciales educativos.

Al desarrollar tareas y sesiones de trabajo antes, durante el proceso de ensefianza aprendizaje,
se le debe exigir al docente de mateméticas que debe hacer una revision pertinente y
actualizada de literatura en Educacion Matematica relativa al pensamiento matematico, al
pensamiento matematico avanzado y al pensamiento variacional para poder tener los

resultados esperados en dicho proceso.

La visualizacion es un proceso cognitivo que debe de ser desarrollado y practicado desde los
niveles iniciales educativos con apoyo de los softwares tecnoldgicos, ya que ayuda al
desarrollo del pensamiento matematico y genera habilidades que conducen a resolver
problemas y lograr realizar diferentes tipos de representaciones al estar ante una situacion

problema.

Concienciar en los docentes de matematicas que la tecnologia es una excelente ayuda para
construir conocimiento y a la misma vez genera ese conocimiento en otros mas profundos
para el proceso de ensefianza y aprendizaje de los educandos y focalizar su atencion en

reflexionar, razonar y resolver problemas.

Es importante en la medida de lo posible, incitar a los docentes a que reflexionen y
promuevan las experiencias significativas que motiven, estimulen y fortalezcan la ensefianza

de la matematica en sus estudiantes mediante la tecnologia.
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Realizar estudios que generen propuestas sobre el desarrollo del pensamiento varacional
mediante softwares matematicos, haciendo uso de tratamiento y conversion de registros para
el aprendizaje de la serie geomeétrica en cursos de célculo, utilizando la observacion de clases,
ya que esto permitira ampliar y profundizar mas sobre los caminos en la comprension de las

series y progresiones.

A la Direccion de Postgrado de la Universidad Pedagdgica Nacional Francisco Morazan se
recomienda dar uso al tema de este trabajo de investigacion, como base para futuros temas
relacionados, y que se enriquezcan, ya que es un tema muy amplio y relevante para continuar

estudiandolo con rigor cientifico.
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7 Anexos
Anexo #1. Cartas de Validacién

Osorno-Chile, 8 mayo de 2019

CONSTANCIA DE VALIDACION

Yo, CARLOS CABEZAS MANRiQUEZ, ¢jerciendo actualmente como Académico invitado de
Postgrado e Investigador de la Universidad de Los Lagos provincia de Osomo, Chile: con el Grado
Académico de Doctor en Ciencias Matematicas por la Universidad Estadual de Campinas (Unicamp).
Brasil, hago constar por medio de la presente, que he revisado con fines de validacion por medio de
experto en el area, los instrumentos de reco ) d teproyecto titulado “Series Geométricas
desde una perspectiva variacional mediante Gebrz  en estudiantes universitarios™, propuesto por el
Sefior FRANKLIN ALBERTO MEJIA OCHOA estudiante del programa de Maestria en Matematica
Educativa de la Universidad Pedagdgica Nacnonal Francisco Morazan —Honduras.

InstrumentosValidados:

Instrumento Prueba Diagndstica (Cuatropreguntas)
Instrumento Sesion de estudio # 1- Nivel 1 (Tres Preguntas)
Instrumento Sesion de estudio # 1- Nivel 2 (Cinco Preguntas)
Instrumento Sesion de estudio # 1- Nivel 3 (Cinco Preguntas)
Instrumento Sesion de estudio # 1- Nivel 4 (Seis Preguntas)
Instrumento Sesion de estudio # 2- Nl e

LAGOS

Instrumento Scs:én de estudio # 3- vacl 1 (Cuatro Preguntas)
Instrumento Sesion de estudio # 3- Nivel 2 (Cuatro Preguntas)
Instrumento Sesion de estudio # 3- Nivel 3 (Seis Preguntas)
Instrumento Sesion de estudio # 4- Nivel | (Tres Preguntas)
Instrumento Sesion de estudio # 4- Nivel 2 (Cinco Preguntas)
Instrumento Sesion de estudio # 4- Nivel 3 (Cinco Preguntas)
Instrumento Sesion de estudio # 4- Nivel 4 (Seis Preguntas)
Instrumento Sesion de estudio # 5- Nivel 1 (Tres Preguntas)
Instrumento Sesion de estudio # 5- Nivel 2 (Cinco Preguntas)
Instrumento Sesién de estudio # 5- Nivel 3 (Cinco Preguntas)
Instrumento Sesion de estudio # 5- Nivel 4 (Seis Preguntas)
Instrumento Sesion de estudio # 6- Nivel 1 (Dos Preguntas)

Casa Central Lord Cochrane 1046 Teléfono 56 642333000, Osomo-Chile
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e Instrumento Sesion de estudio # 6- Nivel 2 (Cuatro Preguntas)

e Instrumento Prueba Final (Doce Preguntas)

Usando la siguiente tabla de criterios para validacién para cada instrumento, me

pemmito emitir concepto general

| Deficiente

Congruencia de los objetivos del
proyecto con las sesiones de
estudio propuestas

X

Articulacion de cada pregunta de
las sesiones con el programa Geo
Gebra y el conocimiento <
Matematico (Series Geométricasy!
Redaccion

Claridad y Precision

Cordialmente,

UNIVERSIDAD DE LOS LAGOS

Dr. CARLOS CABEZAS MANRIQUEZ

Doctor en Ciencias Matematicas
ccabezasman/@gmail.com
Celular: (+56 9) 9599 7458

Casa Central Lord Cochrane 1046 Teléfono 56 642333000, Osorno-Chile
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Bogota, D.C.. Colombia. Enero 6 de 2019

Yo. WILSON GORDILLO THIRIAT. gjerciendo actualmente como Profesor Titular en la
Universidad Distrital Francisco Jos¢ de Caldas — Colombia vy con el Grado Académico de
Doctor en Educacion Matematica otorgado por la Universidad de Los Lagos — Chile.

Hago constar por medio de la presente. que he revisado con fines de validacion por medio de
experto en el area, los instrumentos de recoleccion del anteproyvecto titulado “Construccion
de Series Geométricas desde una perspectiva variacional mediante GeoGebra en estudiantes
universitarios”. Propuesto por: FRANKLIN ALBERTO MEJIA OCHOA. eswdiante del
programa de Maestria en Matematica Lducativa de la Universidad Pedagogica Nacional

CONSTANCIA DE VALIDACION

Francisco Morazan - Honduras.,

Instrumentos Validados:

Instrumento Prucbha Diagnostica (Cuatro preguntas)
Instrumento Sesion de estudio # 1= Nivel 1 { Tres Preguntas)
Instrumento Sesion de estudio # 1- Nivel 2 ( Cinco Preguntas)
Instrumento Sesion de estudio #

Instrumento Sesion de
Instrumento Sesion de
Instrumento Sesion de
Instrumento Sesion de

estudio
estudio
estudio
estudio

¥

¢

T

4
T

s
.

Instrumento Sesion de estudio #

Instrumento Sesion de
Instrumento Sesion de
Instrumento Sesion de
Instrumento Sesion de
Instrumento Sesion de
Instrumento Sesion de
Instrumento Sesion de
Instrumento Sesion de

estudio
estudio

i
1

1- Nivel 3 { Cinco Preguntas)
I- Nivel 4 ( Seis Preguntas)
2- Nivel | ( Tres Preguntas)
2- Nivel 2 ( Cinco Preguntas)
2- Nivel 3 (Cinco Preguntas)
2- Nivel 4 ( Seis Preguntas)
3- Nivel 1 (Tres Preguntas)
3- Nivel 2 ( Cinco Preguntas)

estudio # 3- Nivel 3 ( Cinco Preguntas)
estudio # 3- Nivel 4 ( Seis Preguntas)

estudio #

estudio
estudio
estudio

1
85
o
#

4
"

4= Nivel | ( Tres Preguntas)
4- Nivel 2 ( Cinco Preguntas)
4- Nivel 3 ( Cinco Preguntas)
4- Nivel 4 ( Seis Preguntas)

Instrumento Sesion de estudio # 5- Nivel | { Ires Preguntas)
Instrumento Sesion de estudio # 5- Nivel 2 ( Cinco Preguntas)
Instrumento Sesion de estudio # 5- Nivel 3 ( Cinco Preguntas)
Instrumento Sesion de estudio # 5- Nivel 4 ( Seis Preguntas)
Instrumento Sesion de estudio # 6- Nivel 1 ( Tres Preguntas)
Instrumento Sesion de estudio # 6- Nivel 2 ( Tres Preguntas)

Carrera 7 No. 40B - 53 Bogota - Colombia; Teléfono (+571) 3239300 Ext. 4023

351



e Instrumento Sesion de estudio # 6- Nivel 3 ( Cuatro Preguntas)
e Instrumento Prueba Final (Doce Preguntas)

Usando la siguiente tabla de criterios para validacion para cada instrumento, me
permito emitr concepto general

Deficiente | Aceptable

Congruencia de los objetivos del
provecto con las sesiones de
estudio propuestas

Articulacion de cada pregunta de
las sesiones con el programa
GeoGebra y ¢l conocimiento
Matematico (Series Geométricas)
Redaccion

Claridad v Precision

Cordia

Wilson Gordillo Thiriat, Ph.D.
[Doctor en Educapion Matematica
weordillova udisgrital.edu.co

Celular: (+057) 3057918528

Carrera 7 No. 40B - 53 Bogota - Colombia; Teléfono (+571) 3239300 Ext. 4023
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Tegucigalpa, M.D.C., Honduras, Enero 18 de 2019

CONSTANCIA DE VALIDACION &

Yo, MARVIN ROBERTO MENDOZA VALENCIA, ejerciendo actualmente como Profesor
Titular en la Universidad Nacional Autonoma de Honduras— (UNAH-Tec Danli); Profesor
de Postgrado de la Maestria en Matematica Educativa en la Universidad Pedag6gica Nacional
Francisco Morazan y con el Grado Académico de Doctor en Educacién Matematica otorgado
por la Universidad de Los Lagos — Chile.

Hago constar por medio de la presente, que he revisado con fines de validacion por medio de
experto en el area, los instrumentos de recoleccion del anteproyecto titulado “Series
Geométricas desde una perspectiva variacional mediante GeoGebra en estudiantes
universitarios”. Propuesto por: FRANKLIN ALBERTO MEJIA OCHOA, estudiante del
programa de Maestria en Matematica Educativa de la Universidad Pedagogica Nacional
Francisco Morazan — Honduras.

Instrumentos Validados:

Instrumento Prueba Diagnéstica (Cuatro preguntas)

Instrumento Sesion de estudio # 1- Nivel 1 ( Tres Preguntas)
Instrumento Sesion de estudio # 1- Nivel 2 ( Cinco Preguntas)
Instrumento Sesion de estudio # 1- Nivel 3 ( Cinco Preguntas)
Instrumento Sesion de estudio # 1- Nivel 4 ( Seis Preguntas)
Instrumento Sesion de estudio # 2- Nivel 1 ( Tres Preguntas) :
Instrumento Sesion de estudio # 2- Nivel 2 ( Cuatro Preguntas) £ 3
Instrumento Sesion de estudio # 2- Nivel 3 ( Cuatro Preguntas)
Instrumento Sesion de estudio # 2- Nivel 4 ( Seis Preguntas)
Instrumento Sesion de estudio # 3- Nivel 1 ( Cuatro Preguntas)
Instrumento Sesion de estudio # 3- Nivel 2 ( Cuatro Preguntas) 3
Instrumento Sesion de estudio # 3- Nivel 3 ( Seis Preguntas)
Instrumento Sesion de estudio # 4- Nivel 1 ( Tres Preguntas)
Instrumento Sesion de estudio # 4- Nivel 2 ( Cinco Preguntas)
Instrumento Sesion de estudio # 4- Nivel 3 ( Cinco Preguntas)
Instrumento Sesion de estudio # 4- Nivel 4 ( Seis Preguntas)
Instrumento Sesion de estudio # 5- Nivel 1 ( Tres Preguntas)
Instrumento Sesion de estudio # 5- Nivel 2 ( Cinco Preguntas)
Instrumento Sesion de estudio # 5- Nivel 3 ( Cinco Preguntas)
Instrumento Sesion de estudio # 5-'Nivel 4 ( Seis Preguntas)
Instrumento Sesion de estudio # 6- Nivel 1 ( Dos Preguntas)

Universidad Pedag6gica Nacional Francisco Morazan, Colonia el Dorado, Frente a Plaza Miraflores Tel. 2239-8842, Fax. 2231-1257
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e Instrumento Sesién de estudio # 6- Nivel 2 ( Cuatro Preguntas)
e Instrumento Prueba Final (Doce Preguntas)

Usando la siguiente tabla de criterios para validacion para cada mstrumento me
permito emitir concepto general <

Deficiente | Aceptable Bueno | Excelente

Congruencia de los objetivos del

proyecto con las sesiones de X
estudio propuestas

Articulacion de cada pregunta de

las sesiones con el programa x

GeoGebra y el conocimiento
Matematico (Series Geométricas)

Redaccion x
Claridad y Precision [
Cordialmente, S,

-

Marvin Mlendoza Valenci a»?h D.
Doctor en EducaciéniMatemética c/cn =

Celular: (+504)96950035

Universidad Pedagégica Nacional Francisco Morazan, Colonia el Dorado, Frente a Plaza Miraflores Tel. 2239-8842, Fax. 2231-1257
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Anexo #2. Prueba Diagnéstica

. ©.
unitec

PROYECTO DE INVESTIGACION
UNIVERSIDAD PEDAGOGICA NACIONAL FRANCISCO MORAZAN
UNIVERSIDAD TECNOLOGICA CENTROAMERICANA - (UNITEC)

I periodo 2019

UG PARA TRANSF ORIAR,
\————/
HONDURAS
1956

Prueba Diagndstica

Nombre: Fecha:

Estimados estudiantes, la presente hoja es parte de un proyecto de investigacion cuyos resultados
seran parte del contenido de la Tesis de Maestria en Educacion Matematica, que esta realizando el
Profesor Franklin A. Mejia Ochoa, estudiante del programa de post grado en la especialidad, en la
Universidad Pedagogica Nacional Francisco Morazan, sede Tegucigalpa, bajo la tutoria del Dr.
Marvin R. Mendoza Valencia.

Instrucciones: En este trabajo se le pide que registre por escrito todo lo que sirva a la reflexion
individual y grupal. Considerando que en la investigacion, el andlisis de los errores es parte
importante del proceso, se le pide que, por favor, no borre nada y entregue su trabajo al final de la
clase.

1. Encontrar el valor de las siguientes sumas.

a) 1+2+4+8+...+1024 =

b) 1+4+9+16+25+...+400=

c) 1+8+27+64+...+4729=

2. Encontrar el valor de las siguientes sumas.
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C) o, 4,816 .32  _
3 9 27 81

3. Usted tiene un pastel, y quiere comer primero la mitad del pastel, luego comera la mitad de lo
que reste, luego comera otra vez la mitad de lo que reste. Este proceso se repite de manera

indefinida. ¢Cudl es el area total del pastel que podria comerse? ¢Es posible comerse todo el
pastel?

ok o=
b =
b o=
b f—

4. Los lados de un cuadrado son de 16 pulgadas de longitud. Un nuevo cuadrado se forma
uniendo los puntos medios de los lados del cuadrado original. Dos de los tridngulos fuera
del segundo cuadrado estan sombreados (ver la figura). Determinar el area de las regiones
sombreadas a) si este proceso se repite cinco veces mas y b) si este patrén de sombreado se
repite infinitamente.

16 pulg.

356

b =



Anexo #3. Sesiones de trabajo

Y @ ®
unitec
Laureate International Universities

PROYECTO DE INVESTIGACION

UNIVERSIDAD PEDAGOGICA NACIONAL FRANCISCO MORAZAN
UNIVERSIDAD TECNOLOGICA CENTROAMERICANA - (UNITEC)

Sesién de estudio # 1- Nivel 1

Nombre: N° de cuenta:

Fecha:

\ d
N =

DUCAR PARA TRANSFORMAR

HONDURAS
1956

Estimados estudiantes, la presente hoja es parte de un proyecto de investigacion cuyos resultados
serén parte del contenido de la Tesis de Maestria en Educacion Matematica, que esta realizando el
Profesor Franklin A. Mejia Ochoa, estudiante del programa de post grado en la especialidad, en la
Universidad Pedagogica Nacional Francisco Morazan, sede Tegucigalpa, bajo la tutoria del Dr.

Marvin R. Mendoza Valencia.

Instrucciones: En este trabajo se le pide que registre por escrito todo lo que sirva a la reflexion
individual y grupal. Considerando que en la investigacién, el andlisis de los errores es parte
importante del proceso, se le pide que, por favor, no borre nada y entregue su trabajo al final de la

clase.

&7 Serie geométrica frank - 2.9gb

Archivo Edita Vista Opciones Herramientas Ventana Ayuda

BB RSl [ P RN ESESIEN

+ Vis| Punto
MUl Selecciona ubicacion o recta, funcién o curva
- ® animar=1 L
Poligono

® c1=2172
® c2=10.86
- @ c3=543
® c4=271
® c5=1.36
® c6=0.68
- @ ¢7=0.34
~-@ poligono1 = 86.86
® poligono2=43.43 L
Punto
- @ A=(-0.12,-3.1)
® A =(57,1.57)
® B=(9.2, -3.08)
® B, =(3.37,1.57)
-.@ C,=(5.11,2.15)
--@ D, =(3.95,0.99)
--@ E=(4.52,6.23)
® E =(511,099)
® F=(-0.13, 1.56)
--@ F, =(3.95,2.15)
- @ G =(4.54, -3.09)

>

Entrada:

Figura 1.
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1) ¢Que figura observas?

2) Sefiala las caracteristicas de esta figura, que puedas observar.

3) Sefala algunas magnitudes de los elementos de la figura.
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DUCAR PARA TRANSFORMAR,

HONDURAS
1956

. O
unitec

PROYECTO DE INVESTIGACION
UNIVERSIDAD PEDAGOGICA NACIONAL FRANCISCO MORAZAN
UNIVERSIDAD TECNOLOGICA CENTROAMERICANA - (UNITEC)

Sesion de estudio # 1- Nivel 2
Nombre: N° de cuenta:

Fecha:

Estimados estudiantes, la presente hoja es parte de un proyecto de investigacion cuyos resultados
serén parte del contenido de la Tesis de Maestria en Educacion Matematica, que esta realizando el
Profesor Franklin A. Mejia Ochoa, estudiante del programa de post grado en la especialidad, en la
Universidad Pedagogica Nacional Francisco Morazan, sede Tegucigalpa, bajo la tutoria del Dr.
Marvin R. Mendoza Valencia.

Instrucciones: En este trabajo se le pide que registre por escrito todo lo que sirva a la reflexion
individual y grupal. Considerando que en la investigacién, el andlisis de los errores es parte
importante del proceso, se le pide que, por favor, no borre nada y entregue su trabajo al final de la
clase.

€7 Serie geométrica frank - 2.ggb

Archivo Edita Vista Opciones Herramientas Ventana Ayuda

[R] AL~ D @) Ll N =l el A

» Vista Algebraica X | » Vista Grafica
Nimero ~
- @ animar=2 L

Poligono

® c1=2172

® c2=10.86

® c3=543

® c4=2T71

® c5=1.36

® c6=10.68

® c7=0.34

® poligono1=86.86
® poligono2 =43.43 I

animar = 2

Punto

® A=(-012,-31)
® A =(5.7,1.57)
® B=(9.2,-3.08)
® B, =(3.37,1.57)
® C, =(511,215)
® D, =(3.95,0.99)
® E=(4.52,6.23)
® E =(5.11,0.99)
® F=(-0.13,1.56)
e F =(3.95,215)
® G=(4.54,-3.09)
< >

Entrada:

Figura 2.

+«»+ Suponga que en la figura anterior (Figura 1), se inscribe otra en la forma que muestra la
Figura 2, siendo sus vertices los puntos medios de cada uno de los lados de la figura
anterior.
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¢Qué aprecias en esa figura?

Precisa las magnitudes de esta figura inscrita y, compéralas con aquellas correspondientes

en la primera ¢Han cambiado estas?

¢Cual es el valor de la longitud del lado de la figura inscrita?

¢COmo es su perimetro comparado con el perimetro de la primera?

¢COmo es su &rea (comparando con la de la figura inicial)?
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PROYECTO DE INVESTIGACION

UNIVERSIDAD PEDAGOGICA NACIONAL FRANCISCO MORAZAN
UNIVERSIDAD TECNOLOGICA CENTROAMERICANA - (UNITEC)

Sesion de estudio # 1- Nivel 3

Nombre: N° de cuenta:

Fecha:

Estimados estudiantes, la presente hoja es parte de un proyecto de investigacion cuyos resultados
serén parte del contenido de la Tesis de Maestria en Educacion Matematica, que esta realizando el
Profesor Franklin A. Mejia Ochoa, estudiante del programa de post grado en la especialidad, en la
Universidad Pedagdgica Nacional Francisco Morazan, sede Tegucigalpa, bajo la tutoria del Dr.
Marvin R. Mendoza Valencia.

Instrucciones: En este trabajo se le pide que registre por escrito todo lo que sirva a la reflexién
individual y grupal. Considerando que en la investigacién, el andlisis de los errores es parte
importante del proceso, se le pide que, por favor, no borre nada y entregue su trabajo al final de la
clase
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Entrada:

Figura 3.

%+ Suponga gue se construyd una tercera figura (inscrita en la figura 2) cuyos vértices son los
puntos medios de cada uno de los lados de la figura anterior.
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1. ¢Qué aprecias en esa figura?

2. ¢Podrias precisar y comparar las magnitudes de esta figura inscrita en relacion a la
segunda? ¢Han cambiado estas?

3. ¢Cual es el valor de la longitud del lado de la tercera figura inscrita?

4. ¢Cbomo es su perimetro? ¢Se ha modificado comparado con el de la figura anterior?

5. ¢Como es su area (comparada con la de la segunda figura)?
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UNIVERSIDAD PEDAGOGICA NACIONAL FRANCISCO MORAZAN
UNIVERSIDAD TECNOLOGICA CENTROAMERICANA - (UNITEC)

Sesidn de estudio # 1 - Nivel 4

Nombre: N° de cuenta:

Fecha:

Estimados estudiantes, la presente hoja es parte de un proyecto de investigacion cuyos resultados
serén parte del contenido de la Tesis de Maestria en Educacion Matematica, que esta realizando el
Profesor Franklin A. Mejia Ochoa, estudiante del programa de post grado en la especialidad, en la
Universidad Pedagdgica Nacional Francisco Morazan, sede Tegucigalpa, bajo la tutoria del Dr.
Marvin R. Mendoza Valencia.

Instrucciones: En este trabajo se le pide que registre por escrito todo lo que sirva a la reflexion
individual y grupal. Considerando que en la investigacién, el andlisis de los errores es parte
importante del proceso, se le pide que, por favor, no borre nada y entregue su trabajo al final de la
clase

¥ Serie geométrica frank - 2.ggb - m} 4
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1. Con base a tus conocimientos de geometria plana, establece justificadamente si la
construccion de n figuras inscritas puede realizarse cualesquiera sea n.

2. Si la construccion es posible, ¢cual es la longitud de la primera, segunda, tercera, cuarta y
enésima figura inscrita?

3. ¢Cuéles serian sus perimetros?

4. ;Que podrias argumentar respecto a sus areas?

5. Elabora un listado de las longitudes, perimetros y areas de las figuras construidas.

6. ¢Observas alguna relacion entre las figuras construidas? , ¢ Entre los perimetros?, ¢Entre las
areas?
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PROYECTO DE INVESTIGACION
UNIVERSIDAD PEDAGOGICA NACIONAL FRANCISCO MORAZAN
UNIVERSIDAD TECNOLOGICA CENTROAMERICANA - (UNITEC)

HONDURAS
1956

Sesidn de estudio # 2 - Nivel 1

Nombre: N° de cuenta:

Fecha:

Estimados estudiantes, la presente hoja es parte de un proyecto de investigacion cuyos resultados
serén parte del contenido de la Tesis de Maestria en Educacion Matematica, que esta realizando el
Profesor Franklin A. Mejia Ochoa, estudiante del programa de post grado en la especialidad, en la
Universidad Pedagogica Nacional Francisco Morazan, sede Tegucigalpa, bajo la tutoria del Dr.
Marvin R. Mendoza Valencia.

Instrucciones: En este trabajo se le pide que registre por escrito todo lo que sirva a la reflexion
individual y grupal. Considerando que en la investigacién, el andlisis de los errores es parte
importante del proceso, se le pide que, por favor, no borre nada y entregue su trabajo al final de la
clase.
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Figura 1.

1. ¢Qué figura observas?
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2. Sefiala las caracteristicas de esta figura, que puedas observar.

3. Sefala algunas magnitudes de los elementos de la figura.
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PROYECTO DE INVESTIGACION
UNIVERSIDAD PEDAGOGICA NACIONAL FRANCISCO MORAZAN
UNIVERSIDAD TECNOLOGICA CENTROAMERICANA - (UNITEC)

HONDURAS
1956

Sesidn de estudio # 2 - Nivel 2

Nombre: N° de cuenta:

Fecha:

Estimados estudiantes, la presente hoja es parte de un proyecto de investigacion cuyos resultados
serén parte del contenido de la Tesis de Maestria en Educacion Matematica, que esta realizando el
Profesor Franklin A. Mejia Ochoa, estudiante del programa de post grado en la especialidad, en la
Universidad Pedagdgica Nacional Francisco Morazan, sede Tegucigalpa, bajo la tutoria del Dr.
Marvin R. Mendoza Valencia.

Instrucciones: En este trabajo se le pide que registre por escrito todo lo que sirva a la reflexién
individual y grupal. Considerando que en la investigacion, el andlisis de los errores es parte
importante del proceso, se le pide que, por favor, no borre nada y entregue su trabajo al final de la
clase.
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%+ Suponga que sobre en el interior de una circunferencia de radio r, se dibuje otra circunferencia

concéntrica de la mitad del radio antes mencionada.

1. ¢Qué aprecias en esa figura?

2. Precisa las magnitudes de esta figura concéntrica y, comparalas con aquellas
correspondientes en la primera ¢Han cambiado estas?

3. ¢CoOmo es su perimetro comparado con el perimetro de la primera circunferencia?

4. ¢COmo es su area (comparando con la de la figura inicial)?

368



aaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaa

PROYECTO DE INVESTIGACION
UNIVERSIDAD PEDAGOGICA NACIONAL FRANCISCO MORAZAN
UNIVERSIDAD TECNOLOGICA CENTROAMERICANA - (UNITEC)

Sesiéon de estudio # 2 - Nivel 3

Nombre: N° de cuenta:

Fecha:

Estimados estudiantes, la presente hoja es parte de un proyecto de investigacion cuyos resultados
serén parte del contenido de la Tesis de Maestria en Educacion Matematica, que esta realizando el
Profesor Franklin A. Mejia Ochoa, estudiante del programa de post grado en la especialidad, en la
Universidad Pedagdgica Nacional Francisco Morazan, sede Tegucigalpa, bajo la tutoria del Dr.
Marvin R. Mendoza Valencia.

Instrucciones: En este trabajo se le pide que registre por escrito todo lo que sirva a la reflexién
individual y grupal. Considerando que en la investigacion, el andlisis de los errores es parte
importante del proceso, se le pide que, por favor, no borre nada y entregue su trabajo al final de la
clase.

Archivo Edita Vista Opciones Herramientas Ventana Ayuda

[R] AL~ 3 Bl OOl Ll SN ==z

-
- AL W

Entrada:

Figura 3.
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¢ Suponga que sobre en el interior de la figura anterior (figura 2), se dibuje otra
circunferencia concéntrica de la mitad del radio antes mencionado.

1. ¢Que aprecias en esa figura?

2. ¢Podrias precisar y comparar las magnitudes de esta figura concéntrica en relacion a la

segunda? ¢Han cambiado estas?

3. ¢Como es su perimetro? ¢ Se ha modificado comparado con el de la segunda figura?

4. ¢CoOmo es su area (comparada con la de la segunda figura)?
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PROYECTO DE INVESTIGACION
UNIVERSIDAD PEDAGOGICA NACIONAL FRANCISCO MORAZAN
UNIVERSIDAD TECNOLOGICA CENTROAMERICANA - (UNITEC)

Sesion de estudio # 2- Nivel 4

Nombre: N° de cuenta:

Fecha:

Estimados estudiantes, la presente hoja es parte de un proyecto de investigacion cuyos resultados
seran parte del contenido de la Tesis de Maestria en Educacion Matematica, que esta realizando el
Profesor Franklin A. Mejia Ochoa, estudiante del programa de post grado en la especialidad, en la
Universidad Pedagogica Nacional Francisco Morazan, sede Tegucigalpa, bajo la tutoria del Dr.
Marvin R. Mendoza Valencia.

Instrucciones: En este trabajo se le pide que registre por escrito todo lo que sirva a la reflexion
individual y grupal. Considerando que en la investigacion, el analisis de los errores es parte
importante del proceso, se le pide que, por favor, no borre nada y entregue su trabajo al final de la
clase.

Archivo Edita Vista Opciones Herramientas Ventana Ayuda
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Con base a tus conocimientos de geometria plana, establece justificadamente si la
construccion de n circunferencias concentricas puede realizarse cualesquiera sea n.

Si la construccidn es posible, ¢cudl es la longitud de la primera, segunda, tercera, cuarta 'y
enésima circunferencia concéntrica?

¢ Cuales serian sus perimetros?

¢ Qué puedes afirmar respecto a sus areas?

Elabora un listado de los longitudes, perimetros y areas de las figuras concéntricas
construidas

¢ Observas alguna relacion entre las circunferencias concéntricas? , ¢ Entre los perimetros?,
(Entre las areas?
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PROYECTO DE INVESTIGACION
UNIVERSIDAD PEDAGOGICA NACIONAL FRANCISCO MORAZAN
UNIVERSIDAD TECNOLOGICA CENTROAMERICANA - (UNITEC)

\——— 7
HONDURAS
1956

Sesidn de estudio # 3 - Nivel 1

Nombre: N° de cuenta:

Fecha:

Estimados estudiantes, la presente hoja es parte de un proyecto de investigacion cuyos resultados
serén parte del contenido de la Tesis de Maestria en Educacion Matematica, que esta realizando el
Profesor Franklin A. Mejia Ochoa, estudiante del programa de post grado en la especialidad, en la
Universidad Pedagdgica Nacional Francisco Morazan, sede Tegucigalpa, bajo la tutoria del Dr.
Marvin R. Mendoza Valencia.

Instrucciones: En este trabajo se le pide que registre por escrito todo lo que sirva a la reflexién
individual y grupal. Considerando que en la investigacion, el andlisis de los errores es parte
importante del proceso, se le pide que, por favor, no borre nada y entregue su trabajo al final de la
clase.

Archivo Edita Vista Opciones Herramientas Ventana Ayuda
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%+ Suponga que se construye una semicircunferencia con didmetro AB. Luego, se divide AB
en dos partes iguales AO y OB, y se construyen dos semicircunferencias como lo indica la
figura.

1. ¢Qué aprecias en esa figura?

2. Precisa las magnitudes de estas semicircunferencias y, comparalas con aquellas
correspondientes en la primera Semicircunferencia ¢Han cambiado estas?

3. ¢CoOmo es su perimetro comparado con el perimetro de la primera semicircunferencia?

4. ¢COmo es su area (comparando con la de la figura inicial)?
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PROYECTO DE INVESTIGACION
UNIVERSIDAD PEDAGOGICA NACIONAL FRANCISCO MORAZAN
UNIVERSIDAD TECNOLOGICA CENTROAMERICANA - (UNITEC)

\ y
AR,
HONDURAS
1956

Sesion de estudio # 3 - Nivel 2

Nombre: N° de cuenta:

Fecha:

Estimados estudiantes, la presente hoja es parte de un proyecto de investigacion cuyos resultados
serén parte del contenido de la Tesis de Maestria en Educacion Matematica, que esta realizando el
Profesor Franklin A. Mejia Ochoa, estudiante del programa de post grado en la especialidad, en la
Universidad Pedagdgica Nacional Francisco Morazan, sede Tegucigalpa, bajo la tutoria del Dr.
Marvin R. Mendoza Valencia.

Instrucciones: En este trabajo se le pide que registre por escrito todo lo que sirva a la reflexién
individual y grupal. Considerando que en la investigacion, el andlisis de los errores es parte
importante del proceso, se le pide que, por favor, no borre nada y entregue su trabajo al final de la
clase.

Archivo Edita Vista Opciones Herramientas Ventana Ayuda
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¢+ Suponga que se construye una semicircunferencia con didmetro AB. Luego, se divide
AB en dos partes iguales y se construyen dos semicircunferencias. Luego se continlia
dividiendo y se construyen 4 semicircunferencias como lo indica la figura.

1. ¢ Qué aprecias en esa figura?

2. ¢Podrias precisar y comparar las magnitudes de estas semicircunferencias en relacion a la
segunda? ¢Han cambiado estas?

3. ¢Cbmo es su perimetro? ¢Se ha modificado comparado con el de la figura 1?

4. ¢Cbmo es su area (comparada con la de la figura 1)?

376



. O
unitec

PROYECTO DE INVESTIGACION
UNIVERSIDAD PEDAGOGICA NACIONAL FRANCISCO MORAZAN
UNIVERSIDAD TECNOLOGICA CENTROAMERICANA - (UNITEC)

DUCAR PARA TR)\/NS" ORMAR,
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Sesion de estudio # 3 - Nivel 3

Nombre: N° de cuenta:

Fecha:

Estimados estudiantes, la presente hoja es parte de un proyecto de investigacion cuyos resultados
serén parte del contenido de la Tesis de Maestria en Educacion Matematica, que esta realizando el
Profesor Franklin A. Mejia Ochoa, estudiante del programa de post grado en la especialidad, en la
Universidad Pedagodgica Nacional Francisco Morazan, sede Tegucigalpa, bajo la tutoria del Dr.
Marvin R. Mendoza Valencia.

Instrucciones: En este trabajo se le pide que registre por escrito todo lo que sirva a la reflexion
individual y grupal. Considerando que en la investigacion, el andlisis de los errores es parte
importante del proceso, se le pide que, por favor, no borre nada y entregue su trabajo al final de la
clase.
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Con base a tus conocimientos de geometria plana, establece justificadamente si la
construccién de n semicircunferencias puede realizarse cualesquiera sea n.

Si la construccion es posible, ¢cudl es la longitud de la primera, segunda, tercera, cuarta y
enésima enésimas semicircunferencias?

¢ Cuales serian sus perimetros?

¢ Qué puedes afirmar respecto a sus areas?

Elabora un listado de los longitudes, perimetros y areas de las figuras concéntricas
construidas

¢Observas alguna relacién entre las semicircunferencias? , ¢Entre los perimetros?, ¢ Entre
las areas?
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PROYECTO DE INVESTIGACION
UNIVERSIDAD PEDAGOGICA NACIONAL FRANCISCO MORAZAN
UNIVERSIDAD TECNOLOGICA CENTROAMERICANA - (UNITEC)
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Sesién de estudio # 4 - Nivel 1

Nombre: N° de cuenta:

Fecha:

Estimados estudiantes, la presente hoja es parte de un proyecto de investigacion cuyos resultados
serén parte del contenido de la Tesis de Maestria en Educacion Matematica, que esta realizando el
Profesor Franklin A. Mejia Ochoa, estudiante del programa de post grado en la especialidad, en la
Universidad Pedagogica Nacional Francisco Morazan, sede Tegucigalpa, bajo la tutoria del Dr.
Marvin R. Mendoza Valencia.

Instrucciones: Instrucciones: En este trabajo se le pide que registre por escrito todo lo que sirva a
la reflexion individual y grupal. Considerando que en la investigacién, el andlisis de los errores es
parte importante del proceso, se le pide que, por favor, no borre nada y entregue su trabajo al final
de la clase.
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1) ¢Qué figura observas?
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2) Sefiala las caracteristicas de esta figura, que puedas observar.

3) Sefala algunas magnitudes de los elementos de la figura.
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PROYECTO DE INVESTIGACION
UNIVERSIDAD PEDAGOGICA NACIONAL FRANCISCO MORAZAN
UNIVERSIDAD TECNOLOGICA CENTROAMERICANA - (UNITEC)

DUCAR Pl\;?/’\ TR;NS‘ ORMAR,
\—————/
HONDURAS
1956

Sesién de estudio # 4 - Nivel 2

Nombre: N° de cuenta:

Fecha:

Estimados estudiantes, la presente hoja es parte de un proyecto de investigacion cuyos resultados
seran parte del contenido de la Tesis de Maestria en Educacion Matematica, que esta realizando el
Profesor Franklin A. Mejia Ochoa, estudiante del programa de post grado en la especialidad, en la
Universidad Pedagogica Nacional Francisco Morazan, sede Tegucigalpa, bajo la tutoria del Dr.
Marvin R. Mendoza Valencia.

Instrucciones: En este trabajo se le pide que registre por escrito todo lo que sirva a la reflexion
individual y grupal. Considerando que en la investigacion, el analisis de los errores es parte
importante del proceso, se le pide que, por favor, no borre nada y entregue su trabajo al final de la
clase.
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%+ Suponga que en la figura anterior (Figura 1), se inscribe otra en la forma que muestra la
Figura 2, siendo sus vertices los puntos medios de cada uno de los lados de la figura
anterior.

1) ¢Qué aprecias en esa figura?

2) Precisa las magnitudes de esta figura inscrita y, comparalas con aquellas correspondientes
en la primera ¢Han cambiado estas?

3) ¢Cuédl es el valor de la longitud del lado de la figura inscrita?

4) ¢Como es su perimetro comparado con el perimetro de la primera?

5) ¢Como es su area (comparando con la de la figura inicial)?
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Sesion de estudio # 4 - Nivel 3

Nombre: N° de cuenta:

Fecha:

Estimados estudiantes, la presente hoja es parte de un proyecto de investigacion cuyos resultados
seran parte del contenido de la Tesis de Maestria en Educacion Matematica, que esta realizando el
Profesor Franklin A. Mejia Ochoa, estudiante del programa de post grado en la especialidad, en la
Universidad Pedagogica Nacional Francisco Morazan, sede Tegucigalpa, bajo la tutoria del Dr.
Marvin R. Mendoza Valencia.

Instrucciones: En este trabajo se le pide que registre por escrito todo lo que sirva a la reflexion
individual y grupal. Considerando que en la investigacion, el analisis de los errores es parte
importante del proceso, se le pide que, por favor, no borre nada y entregue su trabajo al final de la
clase.

Archivo Edita Vista Opciones Herramientas Ventana Ayuda
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% Suponga gue se construyo una tercera figura (inscrita en la figura 2) cuyos vértices son los
puntos medios de cada uno de los lados de la figura anterior.

1. ¢Que aprecias en esa figura?

2. ¢Podrias precisar y comparar las magnitudes de esta figura inscrita en relacion a la
segunda? ¢Han cambiado estas?

3. ¢Cuénto es el valor de la longitud del lado de la tercera figura inscrita?

4. ¢Cbmo es su perimetro? ¢ Se ha modificado comparado con el de la figura anterior?

5. ¢Como es su area (comparada con la de la segunda figura)?
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P ROYECTO DE INVESTIGACION
UNIVERSIDAD PEDAGOGICA NACIONAL FRANCISCO MORAZAN
UNIVERSIDAD TECNOLOGICA CENTROAMERICANA - (UNITEC)

Sesion de estudio # 4 - Nivel 4

Nombre: N° de cuenta:

Fecha:

Estimados estudiantes, la presente hoja es parte de un proyecto de investigacion cuyos resultados
serén parte del contenido de la Tesis de Maestria en Educacion Matematica, que esta realizando el
Profesor Franklin A. Mejia Ochoa, estudiante del programa de post grado en la especialidad, en la
Universidad Pedagodgica Nacional Francisco Morazan, sede Tegucigalpa, bajo la tutoria del Dr.
Marvin R. Mendoza Valencia.

Instrucciones: En este trabajo se le pide que registre por escrito todo lo que sirva a la reflexion
individual y grupal. Considerando que en la investigacién, el andlisis de los errores es parte
importante del proceso, se le pide que, por favor, no borre nada y entregue su trabajo al final de la
clase.

Archivo Edita Vista Opciones Herramientas Ventana Ayuda
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Con base a tus conocimientos de geometria plana, establece justificadamente si la
construccién de n figuras inscritas puede realizarse cualesquiera sea n.

Si la construccidn es posible, ¢cuél es la longitud de la primera, segunda, tercera, cuarta y
enésima figura inscrita?

¢ Cuales serian sus perimetros?

¢Que podrias argumentar respecto a sus areas?

Elabora un listado de las longitudes, perimetros y areas de las figuras construidas.

¢Observas alguna relacién entre las figuras construidas? , ¢Entre los perimetros?, ¢ Entre
las areas?
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PROYECTO DE INVESTIGACION
UNIVERSIDAD PEDAGOGICA NACIONAL FRANCISCO MORAZAN
UNIVERSIDAD TECNOLOGICA CENTROAMERICANA - (UNITEC)

Sesién de estudio #5 - Nivel 1

Nombre: N° de cuenta:

Fecha:

Estimados estudiantes, la presente hoja es parte de un proyecto de investigacion cuyos resultados
serén parte del contenido de la Tesis de Maestria en Educacion Matematica, que esta realizando el
Profesor Franklin A. Mejia Ochoa, estudiante del programa de post grado en la especialidad, en la
Universidad Pedagodgica Nacional Francisco Morazan, sede Tegucigalpa, bajo la tutoria del Dr.
Marvin R. Mendoza Valencia.

Instrucciones: En este trabajo se le pide que registre por escrito todo lo que sirva a la reflexion
individual y grupal. Considerando que en la investigacion, el andlisis de los errores es parte
importante del proceso, se le pide que, por favor, no borre nada y entregue su trabajo al final de la
clase.

Archivo Edita Vista Opciones Herramientas Ventana Ayuda
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Figura 1.

1) ¢Qué figura observas?
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2) Sefiala las caracteristicas de esta figura, que puedas observar.

3) Sefala algunas magnitudes de los elementos de la figura.
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PROYECTO DE INVESTIGACION
UNIVERSIDAD PEDAGOGICA NACIONAL FRANCISCO MORAZAN
UNIVERSIDAD TECNOLOGICA CENTROAMERICANA - (UNITEC)

HONDURAS
1956

Sesién de estudio # 5 - Nivel 2

Nombre: N° de cuenta:

Fecha:

Estimados estudiantes, la presente hoja es parte de un proyecto de investigacion cuyos resultados
seran parte del contenido de la Tesis de Maestria en Educacion Matematica, que esta realizando el
Profesor Franklin A. Mejia Ochoa, estudiante del programa de post grado en la especialidad, en la
Universidad Pedagogica Nacional Francisco Morazan, sede Tegucigalpa, bajo la tutoria del Dr.
Marvin R. Mendoza Valencia.

Instrucciones: En este trabajo se le pide que registre por escrito todo lo que sirva a la reflexion
individual y grupal. Considerando que en la investigacion, el analisis de los errores es parte
importante del proceso, se le pide que, por favor, no borre nada y entregue su trabajo al final de la
clase.
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Entrada:

Figura 2.

¢+ Suponga que en la figura anterior (Figura 1), se inscribe otra en la forma que muestra la
Figura 2, siendo sus vértices los puntos medios de cada uno de los lados de la figura anterior.
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1)

2)

3)

4)

5)

¢Qué aprecias en esa figura?

Precisa las magnitudes de esta figura inscrita y, compéralas con aquellas correspondientes

en la primera ¢Han cambiado estas?

¢Cual es el valor de la longitud del lado de la figura inscrita?

¢Como es su perimetro comparado con el perimetro de la primera?

¢COmo es su &rea (comparando con la de la figura inicial)?

390



. O
unitec

PROYECTO DE INVESTIGACION
UNIVERSIDAD PEDAGOGICA NACIONAL FRANCISCO MORAZAN
UNIVERSIDAD TECNOLOGICA CENTROAMERICANA - (UNITEC)

Sesion de estudio # 5 - Nivel 3

Nombre: N° de cuenta:

Fecha:

Estimados estudiantes, la presente hoja es parte de un proyecto de investigacion cuyos resultados
serén parte del contenido de la Tesis de Maestria en Educacion Matematica, que esta realizando el
Profesor Franklin A. Mejia Ochoa, estudiante del programa de post grado en la especialidad, en la
Universidad Pedagogica Nacional Francisco Morazan, sede Tegucigalpa, bajo la tutoria del Dr.
Marvin R. Mendoza Valencia.

Instrucciones: En este trabajo se le pide que registre por escrito todo lo que sirva a la reflexion
individual y grupal. Considerando que en la investigacién, el andlisis de los errores es parte
importante del proceso, se le pide que, por favor, no borre nada y entregue su trabajo al final de la
clase.
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Figura 3.

%+ Suponga que sobre los puntos medios de cada uno de los lados de la figura anterior, se
construyo una tercera figura inscrita.
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1. ¢Qué aprecias en esa figura?

2. ¢Podrias precisar y comparar las magnitudes de esta figura inscrita en relacion a la
segunda? ¢Han cambiado estas?

3. ¢Cuénto es el valor de la longitud del lado de la tercera figura inscrita?

4. ;COmo es su perimetro? ;Se ha modificado este?

5. ¢Como es su area (comparandola respecto a la segunda figura)?
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Sesion de estudio # 5 - Nivel 4

Nombre: N° de cuenta:

Fecha:

Estimados estudiantes, la presente hoja es parte de un proyecto de investigacion cuyos resultados
serén parte del contenido de la Tesis de Maestria en Educacion Matematica, que esta realizando el
Profesor Franklin A. Mejia Ochoa, estudiante del programa de post grado en la especialidad, en la
Universidad Pedagogica Nacional Francisco Morazan, sede Tegucigalpa, bajo la tutoria del Dr.
Marvin R. Mendoza Valencia.

Instrucciones: En este trabajo se le pide que registre por escrito todo lo que sirva a la reflexién
individual y grupal. Considerando que en la investigacién, el andlisis de los errores es parte
importante del proceso, se le pide que, por favor, no borre nada y entregue su trabajo al final de la
clase.
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Figura 4.
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Con base a tus conocimientos de geometria plana, establece justificadamente si la
construccién de n figuras inscritas puede realizarse cualesquiera sea n.

Si la construccion es posible, ¢cuél es la longitud de la primera, segunda, tercera, cuarta y
enésima figura inscrita?

¢ Cuéles serian sus perimetros?

¢Que podrias argumentar respecto a sus areas?

Elabora un listado de las longitudes, perimetros y areas de las figuras construidas.

¢ Observas alguna relacion entre las figuras construidas? , ¢ Entre los perimetros?, ¢Entre las
areas?
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Sesién de estudio # 6 - Nivel 1

Nombre: N° de cuenta:

Fecha:

Estimados estudiantes, la presente hoja es parte de un proyecto de investigacion cuyos resultados
serén parte del contenido de la Tesis de Maestria en Educacion Matematica, que esta realizando el
Profesor Franklin A. Mejia Ochoa, estudiante del programa de post grado en la especialidad, en la
Universidad Pedagogica Nacional Francisco Morazan, sede Tegucigalpa, bajo la tutoria del Dr.
Marvin R. Mendoza Valencia.

Instrucciones: En este trabajo se le pide que registre por escrito todo lo que sirva a la reflexién
individual y grupal. Considerando que en la investigacién, el andlisis de los errores es parte
importante del proceso, se le pide que, por favor, no borre nada y entregue su trabajo al final de la
clase.
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%+ Suponga que en el interior de un cuadrado cuya diagonal mide 2 unidades, se dibuja una
espiral como se indica en la figura. Las distancias de los extremos de los segmentos que
componen la espiral, al centro del cuadrado son, respectivamente, 1, %2; 1/2, Y y asi
sucesivamente.

1. ¢Qué aprecias en esa figura?

2. ¢Cuél es la longitud de los segmentos que componen la espiral?
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Sesion de estudio # 6 - Nivel 2

Nombre: N° de cuenta:

Fecha:

Estimados estudiantes, la presente hoja es parte de un proyecto de investigacion cuyos resultados
serén parte del contenido de la Tesis de Maestria en Educacion Matematica, que esta realizando el
Profesor Franklin A. Mejia Ochoa, estudiante del programa de post grado en la especialidad, en la
Universidad Pedagodgica Nacional Francisco Morazan, sede Tegucigalpa, bajo la tutoria del Dr.
Marvin R. Mendoza Valencia.

Instrucciones: En este trabajo se le pide que registre por escrito todo lo que sirva a la reflexion
individual y grupal. Considerando que en la investigacion, el andlisis de los errores es parte
importante del proceso, se le pide que, por favor, no borre nada y entregue su trabajo al final de la
clase.
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% Ahora Suponga que en el mismo cuadrado de la sesion anterior se sigue con espiral como
se indica en la figura. Las distancias de los extremos de los segmentos que componen la
espiral al centro del cuadrado son 1, Y5, V4,1/8,...

1. ¢Qué aprecias en la figura 2?

2. ¢Podrias precisar y comparar la longitud de cada uno de los segmentos que componen la
espiral de esta figura en relacion a la figura 1? ;Han cambiado estas?

3. ¢Se puede continuar con la construccion de cada una los segmentos que componen la
espiral de manera indefinida?

4. ¢Cual es la longitud de cada uno de los segmentos que componen la espiral de esta
figura en relacion a la figura 1? ;Han cambiado estas? ¢ Cuantas puedes calcular?
Justifique su respuesta.
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l’lnlec PROYECTO DE INVESTIGACION
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I periodo Académico 2019

Prueba Final

Nombre: Fecha:

Estimados estudiantes, la presente hoja es parte de un proyecto de investigacion cuyos resultados
serén parte del contenido de la Tesis de Maestria en Educacion Matematica, que esta realizando el
Profesor Franklin A. Mejia Ochoa, estudiante del programa de post grado en la especialidad, en la
Universidad Pedagogica Nacional Francisco Morazan, sede Tegucigalpa, bajo la tutoria del Dr.
Marvin R. Mendoza Valencia.

Instrucciones: En este trabajo se le pide que registre por escrito todo lo que sirva a la reflexion
individual y grupal, considerando que los errores son parte importante en este proceso. Por favor
no borre nada y entregue su trabajo al final de la clase.

1. Recuerda el instrumento #1 donde calculaste y contestaste que efectivamente la construccion
se puede hacer de manera indefinida, ¢Serias capaz de sumar las areas de cada uno de los
cuadrados construidos?, ¢Puedes sumar las areas de todos de los cuadrados construidos? ¢A
cuénto equivale y equivalen esos valores?

2. Recuerda el instrumento #2 donde calculaste y contestaste que efectivamente la construccion
se puede hacer de manera indefinida, ¢Serias capaz de sumar las areas de cada uno de los
circulos concéntricos construidos? ;Puedes sumar las areas de todos los circulos concéntricos
construidos? ¢ A cuanto equivale y equivalen esos valores?
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Recuerda el instrumento #3 donde calculaste y contestaste que efectivamente la construccién
se puede hacer de manera indefinida, ¢Serias capaz de sumar las areas de cada uno de los
semicirculos construidos? ¢Puedes sumar las areas de todos los semicirculos construidos? ;A
cuanto equivale y equivalen esos valores?

¢Seria posible sumar todos los perimetros de las figuras construidas en los instrumentos
namero 1, numero 2, nimero 3? ;A Cuénto equivale el valor en cada uno de los instrumentos
aplicados?

¢Observas algun patrén en los perimetros y areas de las figuras en los instrumentos #1, #2 y
#3?

¢ Qué diferencias encuentras el instrumento #1 y en el instrumentd #2, o0 en el instrumento #2 y
en el instrumentd #3, hay algin patron parecido? ¢en que se parecen y cuales son las
similitudes?

Recuerda el instrumento #4 donde calculaste y contestaste que efectivamente la construccion
se puede hacer de manera indefinida, ¢Serias capaz de sumar las areas de cada uno de los
triangulos equilateros inscritos construidos? , ¢Puedes sumar las areas de todos de los
triangulos equilateros construidos? ¢A cuanto equivale y equivalen esos valores?

Recuerda el instrumento #5 donde calculaste y contestaste que efectivamente la construccion
se puede hacer de manera indefinida, ¢Serias capaz de sumar las areas de cada uno de los
hexagonos inscritos construidos? ¢Puedes sumar las areas de todos los hexagonos inscritos
construidos? ¢ A cuanto equivale y equivalen esos valores?
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9. Recuerda el instrumento #6 donde calculaste y contestaste que efectivamente la construccion
se puede hacer de manera indefinida, ¢Serias capaz de sumar las distancias de los extremos de
los segmentos que componen la espiral al centro del cuadrado que construiste? , ¢Puedes sumar
las distancias de los extremos de los segmentos de la espiral que construiste? (A cuanto
equivale y equivalen esos valores?

10. ¢Seria posible sumar todos los perimetros de las figuras construidas en los instrumentos nimero
4, nimero 5 y numero 6? (A Cuanto equivale el valor en cada uno de los instrumentos
aplicados?

11. ;Observas algun patron en los perimetros y areas de las figuras en los instrumentos #4, #5 y
#6?

12. ;Qué diferencias encuentras el instrumento #4, en el instrumento #5 y en el instrumento #6,
hay algin patrén parecido? ¢en que se parecen y cuales son las similitudes?
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Anexo #5. Fotos de las sesiones de trabajo.
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