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INTRODUCCION

“Tener un problema significa buscar de forma
consciente una accion apropiada para lograr un objetivo
claramente concebido, pero no alcanzable de forma

inmediata.” (Polya en Garcia Cruz, 2002).

A lo largo de toda la Ensefianza Basica, los niumeros han conformado un tema

central en la Educacion Matematica.

En estos dltimos afios, el interés de la enseflanza se ha centrado principalmente
en el aprendizaje significativo, de tal forma que se logre en los estudiantes un

avance para el conocimiento de nuevos objetos matematicos.

El fuerte empuje que se ha venido dando en el mejorar el proceso de ensefianza-
aprendizaje, sin duda tiene que ver en la forma de como mostrar los objetos
matematicos y conceptos, o tal vez diriamos en cémo los alumnos pueden lograr
por si mismos construir su propio concepto o imagen del objeto matematico en
juego, sin duda, hoy en dia existe una oportunidad incomparable para comunicar

mejor la matemética escolar.

Un aspecto muy importante del desarrollo de este tépico ha sido el trabajo
permanente en relacion con los diferentes aspectos y usos de los nimeros en la

vida cotidiana.
Al mismo tiempo, también ha sido fundamental promover el desarrollo de

habilidades asociadas a los nUmeros y las operaciones que vayan mas alla de la

simple memorizacion y/o aplicacion de reglas y definiciones.
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Durante la experiencia como profesora de aula observé que los alumnos(as) del
primer ciclo basico (7° grado) presentaban dificultades con la adicién y sustraccion
de numeros enteros; en particular cuando tenian que realizar operaciones con

nameros negativos.

La mayoria de los profesores de matematicas, de ciclo y de bachillerato, se
quejan a menudo de que los alumnos les llegan con graves deficiencias en las
operaciones elementales que se realizan con enteros, lo que se traduce en

frecuentes errores en la resolucién de problemas y ejercicios.

Esto, que la mayor parte de los alumnos califican una y otra vez de despistes o
errores debidos a los nervios, es en realidad una manifestacion de las deficiencias

gue mencionabamos antes.

Todos los alumnos terminaran utilizando dichas operaciones en el futuro tanto si
acceden a la universidad como si no, e incluso aunque no cursen el bachillerato.
Por eso es especialmente importante que este pilar de las matematicas quede
bien asentado, ya que es junto con la expresion oral y escrita el 90% de los
procedimientos con los que se van a manejar en la vida y que les permitiran

acceder a otros conocimientos.

Dado que muchos alumnos, especialmente los que tienen dificultades con las
matematicas, sienten rechazo hacia las operaciones con numeros, trataremos de
introducir y reforzar estas operaciones apoyandonos en actividades ludicas y en el

trabajo en equipo.

Los estudios acerca de la ensefianza de los numeros enteros han sido poco
frecuentes; sin embargo, tal y como lo resefian las investigaciones y nuestra
propia experiencia como profesores, los nUmeros enteros representan una gran

dificultad en la mayoria de nuestros alumnos.
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El interés por investigar el conjunto de los numeros enteros, segun Gallardo
(1996), se habia centrado hasta la década pasada, fundamentalmente en tres
direcciones; una de ellas, como investigaciones desde una perspectiva teorica,

entre las cuales destacaron los trabajos de Piaget (1960).

Otro tipo de investigaciones presentaban estudios de caracter experimental, entre
los cuales se pueden mencionar los trabajos de Vergnaud (1989) y, un tercer tipo,
los referidos a la ensefianza, como, por ejemplo, los trabajos de Bruno & Martinén
(1996) y Ribeiro (1996).

El trabajo estara enfocado inicialmente en buscar de una u otra forma, de como
hacer que el aprendizaje de las matematicas sea mucho mas agradable y, ante

todo, mas facil para los estudiantes.

El objeto matematico que se tratard es la adicidn y sustraccion de nameros
enteros. Se mostrara la importancia que tiene el aprendizaje de los numeros

enteros y las dificultades que tienen los alumnos para su aprendizaje.

Lo esencial de este proyecto es lograr en los estudiantes la comprension de los
conceptos tedricos, procedimientos, relaciones y operaciones en el caso de los
nameros enteros (negativos y positivos), para asi poder tener una buena base a la

hora de llevarlos al campo practico.
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CAPITULO 1
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1. 1 PROBLEMA

Los antecedentes analizados muestran que efectivamente hay problemas con
estas operaciones en el conjunto de los nimeros enteros, se puede citar a Eva
Cid (2003) quien en su reporte de investigacion llamado “la investigacion didactica
sobre los numeros negativos: estado de la cuestion” menciona algunos estudios
como los siguientes: “Kiichemann (1980,1981) propone a los alumnos de 14 afios

un cuestionario sobre suma, resta y multiplicacion de nimero enteros.

Los mayores porcentajes de éxito se obtienen en las sumas, seguidas por las
multiplicaciones, mientras que con las restas resultan ser las operaciones peor

resueltas.”

Este escrito, muestra que la resta de nUmeros enteros cuando el primer término
de la sustraccion es positivo, alcanza un “77% y 70 % de éxito respectivamente”,
y en resta cuyo primer término de la sustraccion es negativo, los porcentajes de
éxito son “44% y 36% respectivamente”.

“Bell (1982) en entrevistas realizadas a alumnos de 15 afios, comprueba que asi
como el 80% suman correctamente dos numeros enteros, solamente el 40% es
capaz de restar sin errores” “Murray (1985) examina también a alumnos de
secundaria que han recibido ensefianza sobre los nimeros enteros y obtiene que
los mayores porcentajes de éxito se dan en el producto de dos niumeros enteros
(alrededor del 75% de aciertos), mientras que las restas de enteros tiene
porcentaje de éxito que varian entre el 46% (8 — 3) y el 69%

(3 — 8)". Tanto los resultados de Bell y Murray confirman, aunque parcialmente lo
dicho, por Kiichemann.

Con lo expuesto anteriormente se puede asegurar que efectivamente se esta
frente a un fendmeno didactico y se tienen evidencias de los errores de los

alumnos(as).
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1.2 PROBLEMA DE INVESTIGACION

En el ambito de la educacién matematica, ha resultado dificil que los estudiantes
tengan habilidad para operar con numeros enteros. Es posible que esta dificultad
surja, porgue los conocimientos adquiridos en matematica en los primeros afios
escolares son referidos a los niumeros naturales y en este conjunto, las palabras
agregar y aumentar estan relacionadas con la adicion; quitar y disminuir con la

sustraccion.

Sin embargo, en el conjunto de los ndmeros enteros, se observa que estas
palabras, aumentar o quitar, no siempre se relacionan en forma natural con la

adicion y sustraccion respectivamente.

En ocasiones, el calculo de una adicibn con numeros de distintos signos puede
dar como resultado un numero negativo, del mismo modo ocurre en la
sustraccion, en donde al restar dos numeros positivos el resultado puede ser un
ndamero negativo.

Esto se puede observar en los siguientes ejemplos de calculo de adicion y
sustraccion, segun un estudio realizado por Maria Montoya Gonzales (Op.Cit) los
cuales estan errados, realizados por alumnos de octavo basico, quienes han
estudiado previamente los nUmeros enteros y su operatoria.

a) (-8)+(+7)= +15

b) (-7)-(+6) =-1

c) (-25) - (+21)=4

Si analizamos estos calculos errados, una de las interrogantes que nos podemos
formular es ¢continban los alumnos(as) con las operaciones de los numeros
naturales, al realizar célculos con niUmeros enteros?

En el ejemplo (a) al parecer ignoran los signos de los numeros y realizan la suma
de los nimeros involucrados, en el ejemplo (b) restan los valores absolutos de los
nameros y también a simple vista no toman en cuenta los signos de los niameros,

lo mismo ocurre en el ejemplo (c).
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CAPITULO 2
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ASPECTOS TEORICOS

Cuando se comienza a ensefiar matematicas, quizas no se enfatiza la importancia
del cero y de la negatividad, como elementos fundamentales en la construccién
del concepto de nimero signado, siendo que éste es uno de los mas dificiles de

adquirir por los alumnos.

En este caso, seflalaremos que para entender las operaciones de suma y de resta
en términos de adicidon y sustraccion de cantidades (cantidades cualesquiera), la
historia de la matematica occidental se ha visto abocada a blogueos en los

mecanismos de computo.

Por ejemplo, si tenemos 5 podemos restar o sustraer 1, también 2, o incluso 3 6 4.
Pero al sustraer o extraer 5 ya empiezan los problemas, porque 5 el resto es nulo,
no queda nada... pero “lo que no es, no es”, segun sabemos todos y ya lo

ensefiaba el sabio Parménides. ¢ Qué hacer entonces?

El problema se complica ain mas si tenemos 5 y pretendemos seguir extrayendo
aun mas, por ejemplo: tengo 5 y le quiero quitar 6, ya no hay modo: la operacion

hace cortocircuito.

Todavia muchos matematicos del Siglo de las Luces (XVIII), cuando un problema
se traduce en una ecuacion que conduce a una solucion de este tipo, optaban por
decidir que se trataba de un problema mal planteado, porque asi planteado no

tiene solucién.

Siguiendo las ideas de Lizcano (1993), basta con cambiar la metafora y el
problema deja de serlo. Es lo que hicieron los primeros matematicos chinos (muy
anteriores a los que en Grecia “inventaron” las matematicas), cuyo imaginario
tradicional les llevo a situar los problemas del mas y del menos bajo metaforas

muy diferentes a las de adicién y sustraccion.
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Para ese imaginario, el yin y el yang son principios opuestos y complementarios
gue permean todo cuanto hay, ¢por qué no iban a permear también el reino de los

ndmeros?

También hay numeros yin y ndameros yang, numeros negativos y numeros

positivos (como lo decimos hoy nosotros).

Y estos numeros asi entendidos, sean del color que sean los palillos con que se
cuentan (los unos son negros; los otros, rojos) no se sustraen o extraen unos de
otros, como si fueran piedras en un saco, sino que se oponen o enfrentan como lo

harian entre si los soldados de dos ejércitos.

Enfrentados, se van aniquilando mutuamente, cada combatiente rojo se aniquila

con uno negro.

2.1 Concepto de Numero

Si bien puede pensar que el concepto de nimero es un aprendizaje relegado a los
primeros afios de la educacion basica, es necesario reconocer en esta idea un

planteamiento equivocado.

El aprendizaje del concepto de niumero esta presente, por lo menos, a lo largo de
toda la educacion basica. El aprendizaje del concepto de numero esta ligado al
desarrollo de habilidades, destrezas y conceptualizaciones en aspectos tales
como:

El conteo y las estrategias para operar a través del conteo.

Conocimiento de los multiples usos de los numeros.

Comprension del sistema de numeraciéon decimal.

Sentido de nimero y estimacion.

-19 -



2.1.1 El conteo y las estrategias para

operar a través del conteo.

Durante mucho tiempo las actividades de ensefianza del nimero centraron la
atencion en tareas sobre conservacion, seriacion y clasificacion. Hoy en dia se ha
demostrado que estas actividades no mejoran la comprensién numérica de los
nifios, y que por el contrario, centrar el trabajo sobre el conteo y las estrategias
del conteo a través de la solucibn de problemas sencillos, trae grandes

desarrollos en los procesos de conceptualizacion de los alumnos.

2.1.2 Conocimiento de los multiples usos de  los niumeros.

Los numeros en la vida cotidiana pueden ser usados de muchas maneras: como
secuencia verbal, para contar, para cuantificar (aspecto cardinal), para medir,
para marcar una posicion (aspecto ordinal), para etiquetar (por ejemplo un
numero de teléfono o el numero en la camiseta de un jugador), para marcar una
locacion (por ejemplo la direccién de una casa), o simplemente como una tecla

para pulsar (en el caso de las calculadoras), (Lieven y Decorte, 1996).

Se trata de que la escuela genere experiencias que permitan a los alumnos
conceptualizar esos aspectos, si se quiere, mas cotidianos del nimero y que no

presentan relacion tan directa con los aspectos formales del numero.

2.1.3 El sistema de numeracion decimal.

La comprension del sistema de numeracion decimal no termina cuando el alumno,
en los primeros grados de su escolaridad basica, comprende conceptualmente
todos los aspectos relacionados con el valor de posicion de las cifras, sino que
ésta continla cuando en los grados superiores debe entrar en el proceso de
formalizacion de los algoritmos convencionales para las cuatro operaciones
basicas (es importante recordar que no se trata de mecanizar estos algoritmos,

sino de comprenderlos), pues estos no sélo se fundamentan en una muy buena
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comprension del sistema de numeracion decimal, sino que permiten ampliar los
niveles de conceptualizacion del mismo.

Pero ademas, cuando se trabaja sobre el calculo mental, no como el céalculo agil
que se realiza de memoria y casi sin pensar, sino como una herramienta para
desarrollar habilidades y destrezas numeéricas, se contintia profundizando

en la comprension del sistema de numeracién decimal.

2.1.4 El sentido numérico

Con respecto al desarrollo del sentido numérico (o mejor aun, del pensamiento
numeérico), es innegable que su aprendizaje se inicia con los primeros afios de la
escolaridad, pues desde esos inicios el nifio se ve enfrentado a actividades que le
generaran sus primeras intuiciones formales sobre el nimero

(primeras intuiciones formales por que, en su vida extraescolar el nifio se ve
enfrentado a multiples situaciones a través de las cuales genera intuiciones sobre

el niumero de manera informal).

Estas intuiciones se transformaran en los aprendizajes basicos sobre este: el
contar, el calcular, la numeracion escrita, el sentido, significado y uso de los
nameros, la solucion de problemas, etc.

Pero con estos aprendizajes basicos de sus primeros afios de escolaridad no
termina el desarrollo del sentido numeérico. Este se hara mas profundo en la
medida que se disponga de nuevas herramientas matematicas para pensar y

representarse mas significativamente los numeros.

2.1.4 Trascender los numeros naturales

La comprension del nimero no termina con un buen dominio de los numeros
naturales. Esta se amplia a medida que se realizan conceptualizaciones sobre los

demas sistemas de numeracion.
Pero en contraste, es una realidad, no sélo de nuestro sistema educativo sino de
muchas partes del mundo, que a pesar de la gran cantidad de tiempo que se

dedica en la escuela a la ensefianza de las reglas y algoritmos para operar con
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los nimeros naturales, enteros, con las fracciones, con decimales, etc., al finalizar
el periodo escolar la gran mayoria de los alumnos demuestran un bajo nivel de
conceptualizacion a proposito de estos temas.

Pero ademas, y mucho mas complejo aun, es que muchos de los aprendizajes
realizados a propoésito de un determinado sistema numérico, como por ejemplo,
los nameros naturales, pueden llegar a ser obstaculo para el aprendizaje de
cuestiones relativas, a otros sistemas numéricos, como por ejemplo, los nimeros

enteros.

Asi pues, el aprendizaje del nimero no so6lo se realiza a lo largo de toda la
educacién basica, sino que debe sufrir profundas transformaciones a fin de lograr
que estos aprendizajes puedan realizarse en un cuerpo coherente de
conocimientos, que permita alcanzar aprendizajes duraderos, y hacer explicitos
los obstaculos conceptuales que se dan al pasar de un sistema de numeraciéon a

otro.

2.2 Pensamiento numeérico

Tal como lo expresa el Ministerio de Educacién Nacional en su documento sobre
los lineamientos curriculares en el area de matematicas, el desarrollo de
Pensamiento Numérico es el nuevo énfasis sobre el cual debe realizarse el

estudio de los Sistemas Numeéricos.

La invencion de un algoritmo y su aplicacion hace énfasis en aspectos del
pensamiento numeérico tales como la descomposicion y la recomposicion, y la

comprension de las propiedades numéricas.

Cuando se usa un algoritmo ya sea utilizando papel y lapiz o calculadora, el
pensamiento numérico es importante cuando se reflexiona sobre las respuestas.

Otro indicador valioso del pensamiento numérico es la utilizacion de las
operaciones y de los numeros en la formulacion y resolucion de problemas vy la
comprension entre el contexto del problema y el calculo necesario, lo que da

pistas para determinar si la solucion debe ser exacta o aproximada y también si
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los resultados a la luz de los datos del problema son o no razonables.
El pensamiento numérico se adquiere gradualmente y va evolucionando en la
medida en que los alumnos tienen la oportunidad de pensar en los numeros y de
usarlos en contextos significativos, y se manifiesta de diversas maneras de

acuerdo con el desarrollo del pensamiento matematico, Maria Gonzales (2006).

En particular, es fundamental la manera como los estudiantes escogen,
desarrollan y usan métodos de calculo, incluyendo céalculo escrito, calculo mental,
calculadoras y estimacion, pues el pensamiento numeérico juega un papel muy

importante en el uso de cada uno de estos métodos.

Segun Mclintosh, (1992), el pensamiento numérico se refiere a la comprensiéon en
general que tiene una persona sobre los niumeros y las operaciones junto con la
habilidad y la inclinacion a usar esta comprension en formas flexibles para hacer
juicios matematicos y para desarrollar estrategias utiles al manejar numeros y

operaciones

2.3 Sentido y significado de las cuatro operaciones basicas

Tradicionalmente al aprendizaje de las cuatro operaciones basicas se destina una

buena parte de los cuatro primeros afios de la educacion basica.

Pero ademas, este aprendizaje practicamente esta reducido al aprendizaje de los
algoritmos convencionales y a la aplicacion de estos algoritmos a la solucién de
problemas tipicos, clasificados segun la operacion que se esté estudiando en el

momento.

El trabajo asi realizado, no permite a los alumnos desarrollar habilidades y
destrezas en el calculo mental, en la comprension y la solucidon de problemas, en
la comprension misma del sentido y significado de las operaciones.

Por ejemplo, los alumnos ante la solucion de un problema, generalmente le
preguntan al maestro(a) ‘¢la operacion que hay que hacer es una suma 0 una

resta?’.
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Una vez que el alumno obtiene la respuesta resuelve correctamente el problema.
Este tipo de situaciones pone en evidencia que los alumnos no comprenden el
sentido y significado de las operaciones sumar y restar, quizas tan sélo saben los

algoritmos convencionales para calcular los resultados.

Es mas, situdndose en una posicion extrema se podria decir que estos alumnos,
no saben las operaciones sumar o restar, tan solo saben un método para calcular

los resultados de hacer estas operaciones: los algoritmos convencionales.

Se hace necesaria la distincion entre la operacion y el calculo. La operacion
comporta ante todo el aspecto conceptual ligado a la comprension del sentido y
significado matematico y practico de las operaciones; mientras que por su parte el
calculo estd ligado a las distintas maneras que pueden existir para encontrar un

resultado, entre las cuales se pueden destacar:

Los algoritmos convencionales y los no convencionales, el calculo mental, la

utilizacion de una calculadora, de un abaco, etc.

Ademas los aspectos basicos que segun varios investigadores (por ejemplo,
NTCM, 1989; Dickson, 1991; Rico, 1987; Mcintoh, 1992) se pueden tener en
cuenta para construir el significado de las operaciones y que pueden dar pautas
para orientar el aprendizaje de cada operacion tiene que ver con el
reconocimiento del significado de la operacion en situaciones concretas, de las

cuales emergen.

1. Reconocer los modelos mas usuales y practicos de las operaciones;
2. Comprender las propiedades matematicas de las operaciones;
3. Reconocer el efecto de cada operacion y las relaciones entre

operaciones.
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En el proceso de aprendizaje de cada operacién hay que partir de las distintas
acciones y transformaciones que se realizan en los diferentes contextos
numericos y diferenciar aquellos que tienen rasgos comunes, que luego permitan
ser consideradas bajo un mismo concepto operatorio.

Por ejemplo, las acciones mas comunes gque dan lugar a conceptos de adicién y
sustraccion son agregar y desagregar, reunir y separar, acciones que trabajan

simultaneamente con la idea de ndmero.

Al destacar los aspectos cuantitativos de las acciones en donde el nifio describe
las causas, etapas y efectos de una determinada accion, en una segunda etapa
esta abstrayendo las diferentes relaciones y transformaciones que ocurren en los
contextos numéricos haciendo uso de diversos esquemas o ilustraciones con los
cuales se esta dando un paso hacia la expresién de las operaciones a través de
modelos. (Gallardo, 2006).

En consonancia con lo anterior, la teoria de los campos conceptuales del profesor
Gerard Vergnaud (1993), permite ver de manera coherente y organizada la
compleja estructura conceptual que se teje detras de las estructuras aditivas
(situaciones relacionadas con la adicion o la resta) y de las estructuras

multiplicativas (situaciones relacionadas con la multiplicacion o la division).

2.4 Las dualidades de la negatividad y el ceroen| a

transicion de la aritmética al algebra

Actualmente el cero y los niumeros negativos son temas del curriculo escolar,
generalmente tratados sin considerar la importancia que tienen para lograr la
extensién numérica de los naturales a los enteros y alcanzar una competencia en

el manejo del lenguaje algebraico.
Piaget (1960), afirma que constituye uno de los grandes descubrimientos de la

historia de las matematicas, el hecho de haber convertido al cero y a los

negativos, en numeros.
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Entre los investigadores que han estudiado los niumeros negativos y el cero en el
campo de la Educacion Matematica se encuentran los siguientes: Freudenthal
(1973); Glaeser (1981), Bell (1982, 1986), Janvier (1985), Fischbein (1987),
Resnick (1989), Vergnaud (1989) entre otros.

Estos trabajos, mostraron las dificultades extremas presentadas por los
estudiantes en la conceptualizacion y la operatividad de los nimeros negativos en

el ambito pre-algebraico y algebraico.

Es relevante manifestar que estas dificultades continlan a niveles superiores de
escolaridad (Gallardo, Torres, 2005). El analisis de este tema, fundamental para la

educaciéon matematica, continua vigente hasta nuestros dias.

Una investigacion previa al estudio aqui presentado es el trabajo de Gallardo
(2002), donde se mostr6 que en el proceso de transicion de la aritmética al
algebra en los estudiantes de secundaria, cobra una importancia fundamental el
analisis de la construccién de los niumeros negativos, cuando los estudiantes se
enfrentan con ecuaciones y problemas que tienen numeros negativos como

coeficientes, en constantes o soluciones.

Gallardo (2002) encontré cinco niveles de aceptacion de numeros negativos,
evidenciados y abstraidos de un andlisis historico — epistemoldgico y a la vez de

un estudio empirico con 35 alumnos de 12-13 afios de edad.

Estos niveles son lo siguientes: Sustraendo, donde la nocion de numero se
subordina a la magnitud (en a-b, a siempre es mayor que b donde a y b son

nameros naturales); Numero signado, donde un signo menos es asociado a una

cantidad y no tiene significado adicional a otras condiciones; El numero relativo,
donde la idea de cantidades opuestas esta en el dominio discreto y la idea de

simetria se pone evidente en el dominio continuo; El nimero aislado, es el

resultado de una operacion o la solucién a un problema o ecuacion;

El numero negativo formal, nocion matematica de niumero negativo, dentro del

cual hay concepto general de nimero que contempla los nimeros positivos y
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negativos (los enteros de hoy). Este nivel normalmente no se alcanza por el
estudiante 12-13 afos de edad.

En Gallardo y Hernandez (2005), se encontr6 que durante la transicion de la
aritmética al algebra, estudiantes de secundaria, identificaban la dualidad del cero
(nulidad — totalidad) y la dualidad del signo menos (unario — binario) en las tareas
planteadas.

En Gallardo y Hernandez (2006), emergen cinco significados del cero en la
resolucidn de tareas aritmético — algebraicas. Estos son: el cero nulo, el cero

implicito, el cero total, el cero aritmético y el cero algebraico.

En Gallardo y Hernandez (2007), se encontré que los estudiantes de secundaria
manifiestan otros significados del cero cuando resuelven adiciones vy
sustracciones de negativos haciendo uso de la recta numérica. El significado del

cero origen surgié en tres situaciones:

1) Como punto fijo arbitrario localizado sobre la recta numérica.
2) Como punto mavil arbitrario que cambia de ubicacion.

3) Como punto fijo inamovible, esto es, el punto medio de la recta numérica.

Asi mismo, surgi6 el evitamiento del cero origen cuando: 4) fue simbolizado pero
ignorado al llevar a cabo las operaciones y 5) no fue simbolizado siquiera.
Estos significados surgieron en forma simultinea a los niveles de

conceptualizacion de los negativos encontrados por Gallardo (2002).

Gallardo (opcit.), identifica en entrevista videograbadas realizadas a estudiantes,

los distintos significados e interpretaciones que le dan al cero continuacion.
Cero nulo : es aquel que “no tiene valor”, “es como si no estuviera” afirmé el

estudiante. ElI cero nulo convive con el niamero negativo como sustraendo.

Solamente el signo binario es reconocido.
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Cero implicito : es aguel que no aparece escrito, pero que es utilizado durante el
proceso de resolucién de la tarea. El cero implicito convive con la dualidad del

signo menos: unario y binario.

Cero total : es aquel que esta formado por numeros opuestos (+n, —n). El cero

convive con el numero relativo y la dualidad del signo menos.

Cero aritmético: es aquel que surge como el resultado de una operacion
aritmética. Este cero surge simultineamente al numero negativo como

sustraendo.

Cero algebraico : es aquel que emerge como resultado de una operacion
algebraica o bien es solucion de una ecuacion. Este cero convive con el nimero
negativo como sustraendo, como numero relativo y con el doble significado del

signo menos.

2.5 Los numeros enteros, su ensefianza y aprendizaje

En el sistema de los nimeros naturales ecuaciones del tipo X + 1 = 0, no tienen
solucion, asi como otras situaciones de la vida real como, deudas, depresiones
del terreno, nivel bajo el nivel del mar, temperaturas bajo cero, que no es posible

representarlas con tales numeros.

Surge asi la necesidad de extender el sistema de los niameros naturales a un
nuevo sistema en el que tales ecuaciones y situaciones sean posibles. Surge asi,

un  nuevo conjunto que se denomina los numeros  enteros.
A pesar de esta realidad, se considera que las investigaciones a los procesos de

ensefianza, aprendizaje y conceptualizacion de los numeros enteros resultan

necesarias.
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Los griegos utilizaron reglas parecidas a las que usamos actualmente para
realizar operaciones aritméticas con magnitudes negativas en sus demostraciones

geomeétricas.

Sin embargo, corresponde a los hindues el mérito de transformar esas pautas en
reglas numéricas aplicables a los niumeros positivos, negativos y cero, hacia el
afio 650 d. C.

Los arabes no usaron los niameros negativos y los consideraban como restas
indicadas. A partir del siglo XV, algunos mateméticos muy conocidos comenzaron

a utilizarlos en sus trabajos.

Michael Stifel (1485-1567), popularizo los signos + y - y llamaba a los nUmeros
negativos, numeros absurdos, hasta entonces se utilizaba la palabra latina minus

que significa menos, o su abreviatura m.

Entre los trabajos que hablan sobre las dificultades de aprendizaje y errores de

los alumnos, tenemos los siguientes:

Tanto Brooks (1969) como Cable (1971), sefialan el hecho de que en el modelo
de la recta numeérica, los nUmeros enteros tan pronto se representan por puntos,
como por desplazamientos, como por factores escalares, dando lugar a que la
suma y el producto de enteros se interpreten en términos de operaciones

externas.

Mas recientemente, diversos autores (Bell, 1982; Bruno y Martinén, 1994; Car y
Maternas, 1984; Ernesto, 1985; Kuchemann, 1981; Liebeck, 1990;
Mukhopadhyay, 1997) han puesto de manifiesto que los nifios tienen dificultades
para interpretar la suma y resta de nimeros naturales o enteros usando el modelo

de la recta numérica.
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Basicamente, se observa que tienden a representar los nimeros y el resultado de
la operacién como puntos aislados en la recta, no como vectores, lo que no les

permite dar una interpretacion de las operaciones en el modelo.

Bruno (1996) en su articulo “Procedimiento de Resolucion Problemas aditivo

con Numeros Negativos” pone de manifiesto que los alumnos usan dos
estrategias basicas para resolver problemas, la recta y las operaciones, pero no
se emplean siempre de la misma forma. Hay una cierta desconexion entre la

resolucién de problemas utilizando las operaciones y la recta.

Hay mayor facilidad y seguridad para resolver los problemas utilizando la recta
gue con operaciones. Ademas, en la parte contextual, los alumnos tienen
fuertemente arraigada la idea de que un problema de sumar es «afadir»,
«ganar», mientras que restar significa lo contrario: «quitar», «perder». Ahora
ambas ideas confunden a los alumnos, parece asi una doble forma de expresar
las situaciones numéricas y resulta basica la integracién de las dos ideas
contrapuestas de sumar y restar, propias de los nUmeros positivos, en una unica

idea de adicion de numeros (Bruno y Martinén, 1996).

Lytle (1994) dice que en el modelo de fichas de dos colores surgen dificultades de
interpretacion de la resta de nimeros enteros; Gallardo (1994) refleja esa misma
dificultad al hacer experiencias de ensefianza con dicho modelo y afiade que se

producen confusiones entre las estructuras aditiva y multiplicativa de Z.

Ademas, Bell (1982) analiza las estrategias utilizadas por los alumnos para
efectuar las operaciones de enteros, comprobando que, sobre todo, usan
razonamientos basados en la recta numeérica o la idea de “cantidades menos que

cero”.

En el caso de la suma, un procedimiento bastante utilizado consiste en

determinar, en la recta numérica, el punto que corresponde al primer sumando y a
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partir de ahi contar tantas unidades como indica el segundo sumando, hacia la

derecha o la izquierda segun que éste sea positivo 0 negativo.

Ademas Bell (Op.Cit,), considera que los alumnos no estan acostumbrados a
interpretar la resta entre niumeros positivos como diferencia (resultados de una

comparacioén) sino, mas bien, como la accién de quitar al sustraendo al minuendo.

2.6 La investigacion sobre la epistemologia

de los niUmeros negativos

La epistemologia de los numeros negativos fue tomado del articulo “Disefio de un
modelo Epistemologico de referencia para introducir los nimeros negativos en un

entorno algebraico” (Eva Cid).

Dicho articulo nos muestra que la epistemologia de los niUmeros negativos, su
razon de ser, no proviene de unas supuestas magnitudes opuestas o relativas
definidas en el ambito de la aritmética, sino del ambito del algebra, hecho que ya

fue reseflado en su momento por Chevallard (1988,1989).

La razon por la cual Diofanto se ve precisado a enunciar la regla de los signos

tiene que ver con las peculiaridades del calculo algebraico.

En aritmética toda operacion correctamente planteada puede efectuarse, cosa
gue no sucede en algebra desde el momento en que intervienen cantidades

desconocidas.

Esto tiene como consecuencia que los términos de las operaciones no son sélo
nameros, como sucede en aritmética, sino también operaciones indicadas. Por
ejemplo, la gestion de la expresion algebraica (a — 5) — (b — 3) exige conocer las

propiedades de las diferencias de diferencias.

-31 -



Es decir, el calculo algebraico obliga a definir y manejar operaciones entre
operaciones lo que conduce rapidamente, por razones de economia de

justificacion, a la gestion de las operaciones entre sumandos y sustraendos.

Ademas, la descontextualizacion propia de dicho calculo impone una sintaxis
exhaustiva y minuciosa que tenga en cuenta todos los aspectos formales.

Esto plantea dudas respecto a la oportunidad de introducir los nimeros negativos
en el ambito aritmético.

La resolucion aritmética de un problema se caracteriza por ser un procedimiento
fuertemente contextualizado y en el que todas las operaciones que se proponen

son efectuables.

En todo momento se trabaja con niumeros a los que se atribuye un significado
como medidas y las decisiones sobre la secuencia de operaciones aritméticas
que resuelve el problema se toma en funcidon de esos significados, lo que hace
innecesario simbolizar algebraicamente el “sentido” de las cantidades de

magnitud.

Los problemas que se presentan a los alumnos para justificar la necesidad de
usar los nUmeros negativos suelen tener una resolucion perfectamente valida en

el campo de los nimeros positivos, incluso mucho mas sencilla.

La razon de ser de los numeros con signo no puede encontrarse en un ambito,
con el aritmético, donde la permanente contextualizacion numérica y la
fragmentacion de la secuencia de operaciones a realizar hacen innecesario todo
simbolismo méas alld de la representacion numérica y de sus algoritmos de

calculo.

Por otro lado, el que se definan reglas de calculo para sumandos y sustraendos

no significa que estos objetos tengan que ser considerados numeros.

Desde la época de Diofanto hasta principios del siglo XIX, la comunidad

matematica no tuvo inconveniente en aceptar los sustraendos como elementos
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intermedios de calculo, pero si tuvo grandes dificultades para asumirlos como
soluciones de las ecuaciones, a pesar de que el desarrollo de la teoria de
ecuaciones algebraicas y, mas adelante, la geometria analitica, hicieron casi

indispensable su aceptacion.

Estos hechos han llevado a diversos autores (Glaeser, 1981; Brousseau; 1983;
Schubring, 1986; Cid, 2000, entre otros) a plantearse que la concepcion del
namero como medida, propia de la matematica anterior al siglo XIX, fue un
obstaculo epistemolégico que impidié durante muchos siglos la consideracion

como numeros de los sumandos y sustraendos.

Es decir, fue la creencia en que el concepto de numero tiene su fundamento en la
medida de las cantidades de magnitud y, por consiguiente, un objeto matematico
s6lo puede adquirir el estatuto de niumero si admite una interpretacion en términos
de medida, la que, al parecer, obstaculiz6 histéricamente la aceptacion de los

nameros negativos.

En este proceso histérico parece posible delimitar dos etapas (Brousseau, 1983;
Cid, 2000): en una primera etapa, la imposibilidad de dar una interpretacion de los
sustraendos como medidas impidié que pudiesen ser considerados nimeros; en
una segunda etapa, la consideracion de las magnitudes opuestas y relativas
permitié interpretar los sustraendos como medidas, lo que favorecié su aceptacion
como numeros, pero obstaculizé la justificacion de su estructura multiplicativa y

ordinal.
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2.7 Obstaculos epistemoldgicos en el aprendizaje

de los nUmeros negativos

La nocion de obstaculo epistemoldgico, que aparece por primera vez en el ambito
de la epistemologia de las ciencias experimentales (Bachelard, 1938), fue
retomada por Brousseau en 1976 y redefinida en términos de la teoria de
situaciones didacticas.

En dicha teoria se postula que un alumno adquiere un conocimiento cuando,
enfrentado a una situacién-problema cuya solucién exige ese conocimiento, es

capaz de generarlo en forma de estrategia de resolucién de la situacion.

El conocimiento es, por tanto, el resultado de la adaptacion de un sujeto a un
conjunto de situaciones en las que es Util como estrategia de resolucion.

La consecuencia inmediata de este postulado es que los conocimientos de un
alumno sobre una nocion matematica dependeran de la experiencia adquirida

afrontando situaciones en las que dicha nocion esta implicada.

Brousseau expone sus primeras ideas sobre las nociones de concepcion y
obstaculo en diferentes articulos (1980, 1981, 1983, 1988, 1989a, 1989b).

Entre ellas figura una clasificacion de los obstaculos atendiendo a que su origen
se sitle en uno u otro de los polos del sistema didactico -alumno, profesor y saber
o en la sociedad en general, lo que le permite distinguir entre obstaculo
ontogeneético, didactico, epistemoldgico o cultural.

En particular, califica un obstaculo de epistemoldgico si se puede rastrear en la
historia de las matematicas y la comunidad de matematicos de una determinada
época ha tenido que tomar conciencia de él y de la necesidad de superarlo.

En este caso, el rechazo explicito del obstaculo forma parte del saber matematico

actual. Por otro lado, Duroux (1982) propone una lista de condiciones necesarias
para poder calificar de obstaculo a una concepcion.
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Esta lista, con algunas modificaciones introducidas por Brousseau, es la siguiente:

Un obstaculo sera un conocimiento, una concepcién, no una dificultad ni una falta
de conocimiento.

Este conocimiento produce respuestas adaptadas a un cierto contexto,
frecuentemente reencontrado.

Pero engendra respuestas falsas fuera de este contexto. Una respuesta correcta
y universal exige un punto de vista notablemente diferente.

Ademas, este conocimiento resiste a las contradicciones con las que se le

confronta y al establecimiento de un conocimiento mejor.

No es suficiente poseer un conocimiento mejor para que el precedente
desaparezca (lo que distingue la superacion de obstaculos de la acomodacion de
Piaget). Es pues indispensable identificarlo e incorporar su rechazo en el nuevo

saber.

Después de tomar conciencia de su inexactitud, el obstaculo continua
manifestandose de forma intempestiva y obstinada. (Brousseau, 1989a, p. 43)

2.7.1 La aportacion de Glaeser

La primera referencia a obstaculos epistemologicos en los nimeros negativos

aparece en un articulo de Glaeser publicado en 1981.

En él, el autor manifiesta su intencién de buscar los obstaculos que se oponen a

la comprension y aprendizaje de los nUmeros negativos.

Para ello, y haciéndose eco de la “sorprendente lentitud” del proceso histérico de
construccion del concepto de numero negativo, busca los vestigios de esos
obstaculos en el pasado, analizando, mediante una técnica de comentario de

textos, lo que los matematicos de distintas épocas dijeron sobre dichos niumeros.
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Ahora bien, aun cuando Glaeser empieza su articulo refiriéndose a la nocién de
obstaculo en Bachelard y Brousseau, enseguida aclara que considera prematuro
precisar demasiado el término ‘obstaculo’ y que lo utiliza con un sentido amplio,

equiparandolo a ‘dificultad’, ‘umbral’, ‘sintoma’, etc.

En estas condiciones, el autor considera que en la evolucion histérica de la nocion
de numero negativo desde sus primeras emergencias hasta el concepto actual, se

pueden constatar los siguientes obstaculos:

- Falta de aptitud para manipular cantidades negativas aisladas.

Indica con esto el hecho, observable en la obra de Diofanto, de que la necesidad
de efectuar calculos algebraicos con diferencias y, en particular, la necesidad de
multiplicar dos diferencias, le lleva a enunciar la regla de lossignos y, sin

embargo, no acepta la existencia de nUmeros negativos aislados.

- Dificultad para dar sentido a las cantidades negativas aisladas.

En la obra de algunos matematicos (Stevin, D’Alembert, Carnot y, posiblemente,
Descartes) se constata que conciben la existencia de soluciones negativas de las
ecuaciones, las “ven” y las tienen en cuenta, pero no pueden aceptarlas como
cantidades reales y las justifican diciendo, por ejemplo, que son cantidades

ficticias que expresan un defecto en el enunciado del problema.

- Dificultad para unificar la recta real.

En el intento de sobrepasar el obstaculo anterior interpretando las cantidades
negativas como cantidades reales, se observa que algunos matematicos
(McLaurin, D’Alembert, Carnot y Cauchy) concebian los negativos y los positivos
en términos antindémicos: “lo negativo” neutralizaba, se oponia a “lo positivo”, pero
era de naturaleza distinta.

Es decir, la cantidad negativa era tan real como la positiva, pero estaba tomada

en un sentido opuesto.
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Esta heterogeneidad que se establecia entre negativos y positivos no facilitaba su
unificacidon en una Unica recta numérica y, en cambio, favorecia el modelo de dos

semirrectas opuestas funcionando separadamente.

La ambigledad de los dos ceros . Glaeser se refiere con esto a las dificultades
que hubo entre los mateméticos (Stevin, McLaurin, D’Alembert, Carnot, Cauchy vy,
quiza, Euler y Laplace) para pasar de un cero absoluto, un cero que significaba la

ausencia de cantidad de magnitud, a un cero origen elegido arbitrariamente.

Uno de los razonamientos mas extendidos entre los matematicos que se oponian
a la consideracion de las cantidades negativas como cantidades reales y no como
meros artificios del céalculo, era que no se podia admitir la existencia de

cantidades que fueran “menos que nada”.

-El estancamiento en el estadio de las operaciones concretas.
La superacion de los obstaculos anteriores permite aceptar los nUmeros negativos
como cantidades reales vy justificar su estructura aditiva, pero no asi la estructura

multiplicativa.

El problema de justificar la regla de los signos lo resolvié definitivamente Hankel
en 1867, cuando propuso prolongar la multiplicacion de R+ a R respetando un
principio de permanencia que conservara determinadas “buenas propiedades” de
la estructura algebraica de los reales positivos. Esto, a juicio de Glaeser, supone

un cambio total de perspectiva en la resolucion del problema:

-Deseo de un modelo unificador.

Es el deseo, largamente sentido por la comunidad matematica, de encontrar un
buen modelo concreto que justifiqgue tanto la estructura aditiva como la
multiplicativa de los nimeros enteros y que pueda ser comprendido con relativa

facilidad por las personas que estan en vias de aprenderlos.
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Su existencia hubiera evitado la necesidad de superar el obstaculo anterior, pero
hasta hoy no ha sido encontrado y los que se utilizan habitualmente en la
ensefianza, como, por ejemplo, el modelo de ganancias y pérdidas, sdlo explican
satisfactoriamente la estructura aditiva, pero a costa de convertirse en un

obstaculo para la comprensién de la estructura multiplicativa.

También aqui la obra de Hankel ha supuesto la superacion del obstaculo al

rechazar la busqueda de un modelo explicativo de los enteros.

Glaeser concluye diciendo que seria necesario realizar experiencias con los
alumnos para comprobar si alguno de los obstaculos puestos en evidencia en el
estudio historico se reproduce en los procesos de ensefianza actuales.

Afade también que su investigacion pone de manifiesto que los modelos
concretos, habitualmente utilizados en la ensefianza de los nimeros enteros, son

un obstaculo para la comprension de su estructura multiplicativa.

2.7.2 Obstéaculos epistemoldgicos en los

nameros negativos, otras aportaciones

Son varios los autores que, a raiz del trabajo de Glaeser, discuten el tema de los

obstaculos epistemologicos en los nimeros negativos.

Entre ellos, Duroux (1982) hace hincapié en que la definicion de obstaculo
epistemologico propuesta por Brousseau exige que el obstdculo sea un

conocimiento, no una falta de conocimiento.

Teniendo esto en cuenta, Duroux considera que los dos primeros obstaculos
epistemoldgicos propuestos por Glaeser: la “falta de aptitud para manipular
cantidades negativas aisladas” y la “dificultad para dar sentido a las cantidades
negativas aisladas”, no debieran ser considerados como tales pues sélo indican

un déficit de conocimiento.
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Sin embargo, la “dificultad para unificar la recta real”, puede ser, segun Duroux,
un sintoma de una posible concepcién obstaculo caracterizada por considerar a

los nUmeros negativos como objetos de naturaleza distinta a los positivos.

Afade, ademas, que la concepcién del numero como expresién de la medida de
una cantidad de magnitud, concepcién trasmitida por la ensefianza elemental,
puede estar en la base de la diferente consideracion de positivos y negativos,
dado que entonces el nimero negativo solo puede interpretarse como una medida
“a la inversa”, como un objeto compuesto de dos partes:

el signo — y una medida, mientras que el positivo representa, sin mas, una

medida.

Esto puede llevarnos a interpretar los numeros enteros negativos como algo

radicalmente distinto de los nimeros naturales y no como su prolongacion.

Brousseau (1983) argumenta en la misma linea que Duroux, insistiendo en que
hay que distinguir entre un “obstaculo” y una “dificultad”, sugiriendo que lo que
propone Glaeser son “dificultades” que pueden servir como punto de partida para

la busqueda de los verdaderos “obstaculos”:

Muy a menudo, es entre las “dificultades” donde hay que buscar los indicios de los
obstaculos, pero para satisfacer la primera condicion que dice que un obstaculo

es un conocimiento , el investigador debera hacer un esfuerzo para reformular la
“dificultad” que estudia en términos, no de una falta de conocimiento, sino de

conocimiento (falso, incompleto...). (Brousseau, 1983, p. 190)

Pero ademas es necesario establecer, no soélo los errores, dificultades y
resistencias que ese obstaculo produce, sino también el dominio donde se revela
eficaz: Y hay que hacer notar que no basta con identificar las dificultades y los
fracasos del conocimiento-obstaculo, sino también, y sobre todo, sus éxitos.
(Brousseau, 1983, p. 192)
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En el intento de encontrar el obstaculo u obstaculos que puedan estar detras de
esas dificultades, Brousseau (1983, p. 191) hace la hipétesis de que el empleo de
nameros con signo se generalizé al atribuir arbitrariamente el estatuto de
“positivo” 0 “negativo” a las medidas de las cantidades de magnitud, segun el

papel que representaban en la situacion.

Por ejemplo, dependiendo de la situacion, la entrada y salida de productos en un

comercio puede notarse positiva 0 negativamente.

Esos numeros, considerados aisladamente son nimeros sin signo, puesto que
representan medidas de magnitudes; el signo es algo circunstancial, provisional,
que sirve para indicar la oposicion de unas cantidades respecto a otras en el

transcurso de la accion.

Asi pues, el caracter “relativo” de los nimeros positivos y negativos pudo jugar un
papel importante en su creacion y aceptacion y suponer un obstaculo a una

concepcion que asuma el signo como algo intrinseco al propio nimero.

También retoma la propuesta de Duroux, respecto a que la concepcion de los
nameros negativos como objetos de naturaleza distinta a los positivos pudo ser un
obstaculo a la homogeneizacién de los dos tipos de niumeros y su inclusién en
una unica clase: la de los enteros, pero advierte de que, tanto la “relatividad de
positivos y negativos” como “la diferente naturaleza de los negativos respecto a
los naturales”, son sélo candidatos a obstaculo y que su aceptacion como tales
exige probar la resistencia de esas concepciones a evolucionar y los errores

repetidos que produjeron.

Brousseau piensa que en el intento de probar el caracter de obstaculo de estas
concepciones es muy probable que se haga evidente la existencia de un
obstaculo todavia mas antiguo: “la concepcion del nimero como medida”, es
decir, la idea de que un objeto matematico sélo puede recibir la consideracién de
namero si representa 0 puede representar la medida de una cantidad de

magnitud.

-40 -



Schubring (1986, 1988) realiza un trabajo parecido al de Glaeser, pero

analizando, sobre todo, textos escritos por matematicos alemanes.

A la hora de explicar la dificil emergencia del niumero negativo, recurre también al
término ‘obstaculo’, pero con un sentido distinto al usado por los autores

anteriores.

Asi dice (1986, pp. 22-24) que las principales causas de impugnacion de los
nameros negativos como objeto plenamente matematico pertenecen a tres

grandes categorias:

2.7.3 Obstaculos internos a las matematicas

Dentro de esta categoria sefiala la dificultad para distinguir entre cantidad,
magnitud y namero. Histéricamente, el concepto basico de las matematicas ha
sido el de cantidad, pero, hoy en dia, ese término ha dejado de representar una
nocién matematica precisa, siendo sustituido por el de niamero.

A juicio de Schubring, uno de los hechos que obstaculizé el proceso de
conceptualizaciéon del nimero negativo fue la tardia diferenciaciéon entre namero,

cantidad y magnitud que revela la lectura de textos mateméticos franceses.

Segun él, se trata de un fendmeno localizado que no puede extenderse a otros
paises como, por ejemplo, Alemania, donde un desarrollo temprano del concepto
de numero, separado de los de cantidad y magnitud, evité parte de las dificultades

observadas en el pais vecino.

2.7.3.1 Obstaculos epistemolégicos

Considera como tales, los que se refieren a: Las epistemologias subyacentes a la

trasmision del saber cientifico a la sociedad en general.

Por “epistemologia” se puede entender las concepciones sobre las condiciones de
“existencia” de las entidades matematicas.
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Estas epistemologias se presentan con la siguiente alternativa:

Una epistemologia sustancialista  (u ontoldgica), segun la cual los conceptos se
justifican por reducciébn a unos entes a los que se concede una existencia
semejante a la del mundo fisico;

Una epistemologia sistémica , donde la existencia esta justificada por la
coherencia del campo conceptual y los conceptos no deben satisfacer mas que

condiciones internas a las matematicas. (Schubring, 1986, p. 23)

En opinion del autor, la opcion por una u otra de estas alternativas puede ser
responsable de alguna de las rupturas descritas en el ambito de los niumeros

negativos.

Se observa aqui una cierta coincidencia entre Schubring y Glaeser respecto a un
posible obstaculo, aun cuando le dan nombres distintos: el primero le adjudica el
término genérico de ‘obstaculo epistemolégico’, mientras que el segundo le llama

‘estancamiento en el periodo de las operaciones concretas.

Arquitectura de las matematicas . Se refiere con esto a una tercera categoria de
obstaculos que tienen que ver con la importancia que en cada época se ha
concedido a las distintas ramas de las matematicas, en particular, al 4lgebray a la

geometria.

El hecho de que las dos tengan igual importancia favorece a nociones, como la de
cantidad, integradoras de los dos ambitos, lo que perjudica el proceso de
diferenciacion entre niumero y cantidad; si se considera a la geometria como la
rama mas importante de las matematicas, la cantidad se convierte en la nocion
basica de las matematicas y la de nimero es una nocién subsidiaria; por ultimo, si
es el algebra la disciplina fundamental y la geometria un campo de aplicacion del
algebra, se tiene entonces la concepcion que sostuvo el proceso llamado de

‘aritmetizacion de las matematicas’ con el nUmero como nocién basica.
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Schubring (Op.Cit.) considera que muchas rupturas conceptuales pueden

explicarse en términos de concepciones sobre la arquitectura de las matematicas.

Es evidente que la concepcion de obstaculo que maneja Schubring estd muy

alejada de la propuesta de Brousseau.

Parece que Schubring entiende por obstaculos ciertos conocimientos meta-
matematicos que son, segun é€l, las causas ultimas de las rupturas observadas en
el proceso de evolucion del estatuto matematico de ciertas nociones; rupturas

que, por otra parte, queda sin definir en qué consisten y cdmo se reconocen.

Unicamente en la primera categoria de obstaculos que propone, los “obstaculos
internos”, hace referencia a conocimientos propiamente matematicos y no de
epistemologia de las matematicas, pero enseguida aflade que esta categoria no
parece haber sido la causa principal de las rupturas e, incluso, parece haber
contribuido al lento progreso del estatuto matematico del nimero negativo,
dejando en manos de las otras dos categorias: los “obstaculos epistemolégicos” y

la “arquitectura de las matematicas”, la responsabilidad de las tales rupturas.

Por otro lado, Brousseau califica de “epistemolégicos” a los obstaculos
encontrados en la enseflanza de las matematicas si se constata que en alguna
época historica la comunidad matematica tuvo que franquear ese mismo
obstaculo y las huellas de ese hecho pueden encontrarse en el discurso

matematico actual.

Sin embargo, Schubring utiliza dicho calificativo para referirse, como ya hemos
dicho, a ciertas concepciones filosoficas sobre las condiciones de existencia de
los objetos matematicos que, a su juicio, impregnan los procesos de transmision

del saber matematico a la sociedad.
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Todo esto nos permite constatar que la discusion sobre los obstaculos
epistemoldgicos en los nimeros negativos tiene una dimensién mas profunda: la
discrepancia sobre la naturaleza y utilidad de la nocidbn de obstaculo

epistemoldgico en el ambito de la didactica de las matematicas.

En conclusion aun cuando la polémica de la que hemos dado cuenta en los
apartados anteriores se produjo hace ya muchos afos, no ha habido desde
entonces ninguna contribucién importante al tema. De hecho, la situacion en el

momento actual podria resumirse en los siguientes términos:

La nocién de obstaculo epistemoldgico ha seguido recibiendo interpretaciones
diversas y, en general, bastante alejadas del sentido inicial definido por
Brousseau (Sierpinska, 1989; Artigue, 1990; Chevallard, Bosch y Gascon, 1997),
mientras que en otros casos se ha sustituido por nociones consideradas mas

apropiadas (Léonard y Sackur, 1990).

Sin embargo, el obstaculo epistemolégico tal como lo concibe Brousseau no ha
sido contrastado experimentalmente la mayor parte de los investigadores que lo
han utilizado lo han hecho dandole un significado distinto del propuesto por él, ni
tampoco se han hecho objeciones que justifiquen su abandono o sustitucion por

otro concepto.

La propuesta de Glaeser sobre posibles obstaculos en la historia de los Numeros
negativos a tener en cuenta en la ensefianza actual, al margen de las criticas ya

comentadas, no ha vuelto a discutirse.

Los trabajos posteriores sobre epistemologia del nUmero negativo, o bien no se
expresan en términos de obsticulos, o bien hacen una utilizacion ambigua del
término en la que caben sinbnimos como ‘dificultad’, ‘ruptura’, etc., o bien repiten
con pequefias matizaciones lo ya dicho por Glaeser, Brousseau, Duroux o

Schubring, pero sin aportar pruebas que justifiguen su postura.
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Por consiguiente, en estos momentos no hay acuerdo sobre la existencia o no de
obstaculos en la historia de los niameros negativos, ni sobre cuales son estos,

supuesto que existan.

Unicamente Coquin-Viennot (1985) e Iriarte et al. (1991) analizan los errores de
los alumnos en términos de obstaculos: la primera usando el concepto propuesto
por Brousseau y las segundas dandole un sentido parecido al de Glaeser.

Pero sus deducciones no han sido confirmadas ni rechazadas por ninguna

investigacion posterior.

Otros investigadores como Peled (1991) o Gallardo (1996) intentan también
encontrar una coherencia en los errores de los alumnos que los acerca a la
busqueda de concepciones, pero sin tener en cuenta la posibilidad de los
obstaculos.

Las conclusiones que se desprenden de los estudios sobre obstaculos
epistemoldgicos en los niumeros negativos hacen sospechar que una introduccién
de los mismos 0, mas en particular, de los nimeros enteros, por medio de
modelos concretos, que es la opcidn mas elegida hoy en dia, puede resultar poco

conveniente.

Para empezar, no solo es evidente que, aun cuando dichos modelos justifican
satisfactoriamente la suma de enteros, no ocurre lo mismo con el producto, sino
que hay que afrontar la posibilidad, comentada entre otros, por Glaeser (1981),
Coquin-Viennot (1985) y Gobin et al. (1996), de que dichos modelos sean incluso
un obstaculo para la comprension de la estructura multiplicativa de los nameros

enteros.

Sin embargo, la posibilidad de que los modelos concretos resulten ser un
obstaculo didactico o contribuyan a reforzar un obstaculo epistemoldgico tampoco
ha sido estudiada en profundidad y, desde luego, la bibliografia que se dedica a
buscar y proponer esos modelos concretos, se olvida o desconoce dicha

posibilidad.

-45 -



2.8 Representacion

El reconocimiento del papel fundamental que la representacion juega en la
ensefianza - aprendizaje de las matematicas ha sido objeto de estudio y reflexién
intensa en los ultimos 40 afios. Esto ha hecho que en los ultimos tiempos se
incrementen las publicaciones e investigaciones sobre representacion en
matematicas. Esto lo podemos evidenciar con los trabajos de: Carpenter y Hiebert
(1992), Castro Enc. (1995), Cifarelli (1998), Duval (1998), Fernande z (1997),
Filloy y Rubio (1999), Goldin (1998), Hitt (2001), Hitt (2003), Hitt (2006), Hitt
(2008), Janvier (1987), Kaput (1989, 1992), Rico (2000), Ruiz (2000), Stacey y
Mac Gregor (2000).

2.8.1 Concepto de representacion

Entenderemos por representacion el conjunto de herramientas (acciones, signos
o graficos) que hacen presentes los conceptos y procedimientos matematicos y
con los que los sujetos abordan e interactian con el conocimiento matematico,
(Espinosa, 2005).

Hay que destacar, también, la idea de que las representaciones no estan
aisladas, sino que se articulan en sistemas estructurados (Rico, 2000). Ademas,
sabemos que el uso de la representacion facilita el proceso de aprendizaje
(Boulton, 1998). Las representaciones mentales han sido usadas por Cifarelli
(1998), “para describir el proceso de resolucibn de problem as en
matematicas, ya que la investigacion sugiere que Si un alumno es capaz de
resolver problemas, tal vez se debe en gran parte a  su habilidad de construir
representaciones que le ayudan a entender la inform  acion y la relacion de la
situacion problematica”  (p. 239). Duval considera, que la Unica forma de tener

acceso a los objetos matematicos es a través de las representaciones.

Fernando Hitt (1998) menciona al respecto; “El conocimiento de un concepto es
estable en el alumno, si este es capaz de lograr articular sin condicién alguna
diferentes representaciones del mismo objeto, asi como el de recurrir a ellas, las

representaciones, en forma espontanea durante la resolucion de problemas”.
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La investigacion estara enmarcada en los aportes de Hitt, (2003, 2006, 2008),
realizando especial énfasis en el caracter funcional de las representaciones
con el fin de comprender su papel en el proceso de aprendizaje, considerando la
representacion mental “totalmente articulada” a la representacion semidtica
producida por el individuo en la construccién de un concepto o en la resolucion de

un problema.

Hitt realiza la siguiente clasificacion de las representaciones:
Representacion funcional definiéndola como la espontanea representacion que un

estudiante usa en una situacién mateméatica.

Por otro lado, el nombre de representacion institucional, las cuales se encuentran
en libros o en las pantallas de ordenador, o son utilizadas por los profesores

cuando explican a los estudiantes en la pizarra.

1. En el pasado, los investigadores implicitamente dieron mayor
importancia a la representacion institucional (las que se encuentran en

los libros de texto, las dadas por el profesor, etc.).

2. Recientemente, desde 2005 en relacion con situaciones matematicas en
la escuela secundaria, se ha encontrado que los estudiantes pueden
producir las representaciones espontaneas ayudandoles a resolver

problemas.
2.9 Modelos de Ensefianza
Abraham Hernandez y Aurora Gallardo citan en su articulo “La extension del
dominio numérico de los naturales a los enteros via el modelo concreto de

bloques” (2002), a los Investigadores H. Freudenthal (1973); G. Glaeser (1981); A.
Bell (1982); C. Janvier (1985); E. Fischbein (1987); G. Vergnaud (1989);
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A. Bruno y A. Martindn (1994); A. Gallardo (2002), y J. Vlassis (2001 y 2002),
entre otros, han propuesto y utilizado modelos de ensefianza para la introduccion
de los niumeros negativos en el aula. Algunos de ellos han preferido los modelos
puramente sintacticos y otros han recurrido primero a los modelos concretos.

Las investigaciones mencionadas nos permiten afirmar que, en los procesos de
ensefianza-aprendizaje de los enteros de nivel escolar elemental, es necesario

recurrir a modelos.

La ensefianza prosigue la busqueda del buen modelo, ya que los autores de libros
de texto contindan introduciendo nuevas versiones, pues se ha visto que el
dominio del tema en un nivel sintactico no asegura necesariamente que el
maestro podra disefiar una introduccién a una problematica que sea comprensible

para los estudiantes; la explicacion formal no es suficiente para ellos.

De la misma manera que les encontraron sentido a los numeros naturales, los
estudiantes desearian vincular cosas de la realidad al nuevo concepto de nimero

signado y modelar las nuevas operaciones de algin modo concreto.

Las propuestas que hablan sobre el uso de modelos concretos para ensefiar los
nameros enteros es inagotable. Janvier (1983), propone una clasificacion en la
que distingue tres tipos de modelo: el del equilibrio, el de la recta numérica y el
hibrido.

Esta clasificacion ha sido parcialmente modificada por Cid (2002) que no tiene en
cuenta el modelo hibrido por considerar que los ejemplos existentes pueden
también incluirse en una de las otras dos clases y prefiere llamar “modelo de
neutralizacion” al modelo del equilibrio definido por Janvier porque entiende que

dicho nombre refleja mejor la idea central de este tipo de modelos.

Si embargo Bell (1982), sigue convencido de que a través de dichos modelos es
como debe introducirse los nUmeros enteros.
Si los numeros negativos y las operaciones con ellos han de lograr el concreto

estatus familiar que tienen los positivos, los alumnos necesitan mucho mas
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experiencia en la exploracion y manipulacion de las situaciones familiares en las

gue esos numeros se encuentran. Bell (1986, Pag. 199)

Entre los trabajos que hablan sobre las dificultades de aprendizaje y errores de

los alumnos, tenemos los siguientes:

Tanto Brooks (1969) como Cable (1971), sefialan el hecho de que en el modelo
de la recta numérica, los nimeros enteros tan pronto se representan por puntos,
como por desplazamientos, como por factores escalares, dando lugar a que la
suma y el producto de enteros se interpreten en términos de operaciones

externas.

Mas recientemente, diversos autores (Bell, 1982; Bruno y Martinén, 1994; Car y
Maternas, 1984; Ernesto, 1985; Kuchemann, 1981; Liebeck, 1990;
Mukhopadhyay, 1997) han puesto de manifiesto que los nifios tienen dificultades
para interpretar la suma y resta de nimeros naturales o enteros usando el modelo
de la recta numérica. Basicamente, se observa que tienden a representar los
nameros y el resultado de la operacion como puntos aislados en la recta, no como
vectores, lo que no les permite dar una interpretacion de las operaciones en el

modelo.

2.9.1 Critica a los Modelos de Ensefianza

Existen dos tipos de criticas: las de los que creen que no deberian utilizarse
modelos concretos en la introduccion escolar de los nimeros enteros y las de los

que critican algun modelo sin poner en duda la necesidad de usarlos.

Respecto a estas Ultimas, uno de los modelos mas criticados es el de la recta

numerica , a pesar de que es el mas utilizado en la ensefianza.

Tanto Brookes (1969) como Cable (1971) ya sefialan el hecho de que en ese

modelo los ndmeros enteros tan pronto se representan por puntos, como por
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desplazamientos, como por factores escalares, dando lugar a que la suma y el

producto de enteros se interpreten en términos de operaciones externas.

Basicamente, se observa que tienden a representar los nimeros y el resultado de
la operacién como puntos aislados en la recta, no como vectores, lo que no les

permite dar una interpretacion de las operaciones en el modelo.

También existen referencias a las dificultades de los alumnos en el uso de otros
modelos concretos : Lytle (1994) dice que en el modelo de fichas de dos colores
surgen dificultades de interpretacion de la resta de numeros enteros; Gallardo
(1994) refleja esa misma dificultad al hacer experiencias de ensefianza con dicho
modelo y aflade que se producen confusiones entre las estructuras aditiva y

multiplicativa de Z.

También Bell (1986) muestra que hay niflos que no saben dibujar correctamente
la escala de un termometro , que cuando tienen que calcular la diferencia entre
dos temperaturas efectian siempre una resta independientemente de los signos
de las mismas, que no interpretan adecuadamente la expresién “mas abajo” o
“mas arriba” para calcular la posicion de un disco en la “lista de los cuarenta

principales” a partir de una primera posicion, etc.

Freudenthal, (1993, pp. 279 -289), comenta que, en los inicios de la ensefianza de
los conceptos numéricos, es pertinente la utilizacion de estos modelos (‘método
intuitivo’), pero que este tipo de ensefianza no se puede prolongar
indefinidamente, pues a la larga la intuicion puede convertirse en un obstaculo

para el alumno.

También Brown (1969) se muestra contrario al uso de modelos en general,
diciendo que normalmente éstos no son isomorfos al sistema numeérico que
modelizan lo que implica que determinados teoremas que se cumplen en el
modelo pueden no ser validos en el sistema, creando la consiguiente confusion en

los alumnos.
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Ultimamente, en Cid (2002) se discute también la pertinencia de una introduccion

de los numeros enteros por medio de modelos concretos por dos razones.

La primera es que en la enseflanza de la aritmética elemental el proceso de
modelizacion matematica se invierte: mientras en el &mbito cientifico lo habitual
es que el objeto de estudio sea un cierto sistema o fenomeno del mundo sensible
modelizado por medio de un sistema matematico, en el ambito de la ensefanza el
objeto de estudio es una nocion aritmética que se modeliza por medio de un

sistema fisico o social con el que los alumnos se supone que estan familiarizados.

Ademas, el modelo funciona por analogia, es decir, permite obtener conocimiento

sobre la nocion matematica porque “se parece a ella”’ o “funciona como ella”.

2.9.2 Modelo Operatorio de Fichas en el Plano

El modelo que se presenta es propuesto por Francisco Rivero Mendoza del
Departamento de matematicas Facultad de Ciencias Universidad de Los Andes
en su articulo “Una Representacion Semidtica para construir los Numeros
Enteros”. Para su implementacion se requiere de un pedazo de cartulina de forma
rectangular, para construir un tablero, y unas fichas o monedas. En este modelo
se considera a un numero entero, como una resta de dos numeros naturales

(minuendo y sustraendo).

m-n
donde la diferencia carece de sentido, en el contexto de los nUmeros naturales si
n es mayor o igual a m. En tal sentido, un niamero entero se puede considerar
como un par de nUmeros naturales: una positiva y otra negativa, dadas por m y n

respectivamente.

Para dar una representacion de dicho niumero, comenzamos por dividir el tablero
en dos partes iguales, por medio de una linea vertical. Obtendremos asi dos
zonas de igual tamafio. La del lado derecho sera llamada positiva y la del

izquierdo sera llamada negativa. Ver la figura
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l Negativa Positiva '

En vez de escribir los nimeros sobre el tablero, usaremos fichas del mismo color

e igual tamano, para representarlos.

Reglas para el uso del modelo

A continuacién damos una serie de reglas que permiten utilizar este modelo para
las operaciones de suma y resta de numeros enteros, y la resolucién de

ecuaciones lineales.

Es recomendable en una primera etapa, trabajar con pocas fichas, para que el

estudiante se familiarice con el uso del modelo.

Principio de cancelacion

Ya hemos visto que todo numero entero se representa mediante un conjunto de
fichas en ambos lados del tablero. Pues bien, de ahora en adelante se pueden
cancelar fichas del lado positivo con las del lado negativo, una a una. De esta

manera tendremos al final fichas en un solo lado, o bien ausencia de fichas.
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Representacion de los numeros enteros

Una vez establecido el principio de cancelacién entre las fichas, podemos hacer la
identificacion entre niameros enteros y fichas. De acuerdo a la disposicion de las
fichas en el tablero, se tienen tres tipos de nUmeros enteros:

a) Enteros positivos , que se representan con fichas del lado derecho

b) Enteros negativos , que se representan con fichas del lado izquierdo

c) El cero que se representa mediante la ausencia de fichas.

Por ejemplo el nUmero entero 7 se puede representar como
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El entero -5 se representa

Suma de nameros enteros
La suma de enteros se hace por medio de un simple algoritmo de acumulaciéon de
fichas, teniendo en cuenta la posicion de las mismas, a la derecha o izquierda de

la raya central.

[) Sumandos con el mismo signo.

Se debe realizar usando el siguiente algoritmo:

Cuando se suman enteros del mismo signo, se acumulan las fichas en cada lado
correspondiente a dichos numeros.

Por ejemplo si se quiere sumar 3 + 4 entonces se deben realizar los pasos
siguientes:

1) Se colocan 3 fichas del lado derecho.

2) Se colocan 4 fichas del lado derecho.

3) Se acumulan las fichas, para obtener 7 fichas en total en el lado derecho y

ninguna en el lado izquierdo.

4) El resultado es 7.
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Se quiere sumar -3 + (-2) se procede de la manera siguiente:

1) Se colocan 3 fichas del lado izquierdo.

2) Se colocan 2 fichas del lado izquierdo.

3) Se acumulan las fichas, para tener 5 del lado izquierdo y ninguna del lado

derecho.

4) El resultado es -5.

[I) Sumandos con signos opuestos
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La suma de dos numeros enteros de distinto signo, se hace repitiendo los mismos
pasos gue en el caso anterior, pero posteriormente se debe aplicar el principio de

cancelacion.

Cuando se suman enteros de distinto signo se colocan fichas a ambos lados del

tablero

Por ejemplo, si queremos sumar 3 + (-4), procedemos de la siguiente forma:

1) Se colocan 3 fichas del lado derecho.

2) Se colocan 4 fichas del lado izquierdo.

3) Se cancelan fichas en ambos lados (Principio de cancelacion).

4) Al final quedara solo una ficha del lado izquierdo y por lo tanto el resultado

es -1.

El tablero antes de cancelar luce de la siguiente forma.

Unas ves que se ha realizado la cancelacion de fichas, se obtiene el niumero

entero
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El Opuesto de un numero entero

Si n es un Numero Entero cualquiera, representado por n fichas en alguno de los
lados del tablero, entonces el Opuesto de n, denotado en simbolos algebraicos
por -n, se halla representado por n fichas colocadas en el lado opuesto. Es decir,
el opuesto o negativo se halla mediante una inversion de fichas. Si a n se le suma
su opuesto, siguiendo las reglas de suma, obtenemos cero fichas en el tablero.
Como conclusién de esto se deduce la regla algebraica

n+(-n)=0

Resta de nimeros enteros

La operacién de resta es bastante sencilla de ejecutar en el tablero. El algoritmo

de resta es el siguiente:

Si se quiere restar un entero positivo n a un entero z, entonces colocamos en el

tablero n fichas en el lado izquierdo del tablero.

Para demostrarle al estudiante la consistencia de este método con su idea
intuitiva de restar, quitando cosas, se recomienda hacer unas cuantas restas, en
donde el resultado sea positivo. Por ejemplo, hacer las diferencias en el tablero 7-
4, 10-8,..., etc. y comparar estos resultados con los obtenidos usando simple

sustraccion.
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Con esta manera de hacer la resta, el estudiante se puede dar cuenta
inmediatamente de la siguiente propiedad de los niameros enteros ya que ésta

parte se trabaja al inicio del modelo:

X—=n=X+(-n)

Es decir, la operacion de restarle n a X, es equivalente a la suma de Xy -n.
También se puede deducir facilmente que el negativo de -n es n. Con esto
podemos ahora restar un nimero negativo a un entero cualquiera, usando la
relacion

X-(-n)=x+n
Es decir, cuando a un entero x se le resta otro entero negativo -n, entonces

colocamos n fichas en el lado derecho, es decir en la resta el sustraendo cambia

de lado en el tablero siempre y cuando sea negativo.

Por ejemplo si queremos restar 2 — (-3), procedemos de la siguiente forma:

Se colocan 3 fichas en el lado derecho.

Se colocan 2 fichas en el lado derecho porque 2 es positivo.

Se acumulan las fichas, para obtener 5 fichas en total en el lado derecho y

ninguna en el lado izquierdo.
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El resultado es 5.

Si el ejemplo fuese -2 — (- 3) procedemos de la siguiente forma:

Se colocan 3 fichas en el lado derecho.

Se colocan 2 fichas en el lado izquierdo porque 2 es negativo.

Se cancelan fichas en ambos lados (Principio de cancelacion).

El resultado es 1.
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Para dar una idea de la capacidad operatoria de este modelo, veamos como se
pueden realizar varias sumas y diferencias de numeros enteros, dentro de una
misma expresion.

Por ejemplo hallar el valor del nimero entero 3 + (-5) + 8 -2 usando fichas y el
tablero.

El procedimiento consiste en colocar las fichas en el siguiente orden

1) Tres en lado derecho

2) Cinco en el lado izquierdo

3) Ocho en lado derecho

4) Dos en el lado izquierdo

Después de hacer esto, nuestro tablero luce de la forma siguiente:

Seguidamente aplicamos el principio de cancelacion y eliminamos fichas a ambos
lados de la raya, una negativa con una positiva, hasta quitar, toda de un lado del

tablero.

De esta forma obtenemos solo cuatro fichas del lado derecho. Con esto se llega a

calcular el valor de x, el cual es igual a cuatro.
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CAPITULO 8
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3.1 OBJETIVOS DE INVESTIGACION

En el estudio planteado se consideraron como objetivos los siguientes:

OBJETIVO GENERAL:

Explorar el conocimiento matematico relativo a la adicion y sustraccion de

nameros enteros en alumnos de séptimo grado de educacion secundaria.

OBJETIVOS ESPECIFICOS:

1. Identificar las dificultades en la apropiacion de los numeros enteros, en

especial con la adicidon y sustraccion de niameros enteros.

2. Analizar la estructura Conceptual relativa al conocimiento en la adicion

y sustraccion de los numeros enteros por parte de los alumnos.

3. Analizar los sistemas de Representacion relativos al conocimiento
matematico en la adicidn y sustraccion de los numeros enteros por parte

de los alumnos.

4. Identificar las dificultades Operativas presentados por los alumnos en la

adicién y sustraccion de los niumeros enteros por parte de los alumnos.
5. Analizar las dificultades Sintacticas del contenido relativo al

conocimiento didactico matematico en la adicion y sustracciéon de los

nameros enteros por parte de los alumnos.

-62 -



3.2 PREGUNTAS DE INVESTIGACION

La primera pregunta fue tomada del articulo “La Dualidad de la Negatividad
y el Cero en la Transicion de la Aritmética y el Algebra de Abraham
Hernandez y Aurora Gallardo. (CINVESTAYV, México)

1. ¢ Qué estrategias conocen los estudiantes con respecto al dominio de

operatividad de los enteros?

2. ¢Qué significado le dan los alumnos a las operaciones?

3. ¢ Cudles son las dificultades operativas en el dominio de los enteros que

presentan los estudiantes?

4. ¢ Cuales son las dificultades sintacticas en la operatividad con nimeros

negativos?
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3.3 METODOLOGIA UTILIZADA

3.3.1 Tipo de Investigacion

La metodologia de investigacion es cualitativa, de corte exploratorio ya que
ésta nos permite acercarnos de una manera mas efectiva a los procesos
afectivos y cognitivos que experimentan los estudiantes durante su

aprendizaje.

3.3.2 Participantes en Estudio

La poblacion es un grupo de 27 estudiantes de séptimo grado de la “Escuela

Nacional de Musica.

3.3.3 Plan para la Recoleccion de la Informaci  6n

Para la recoleccion de informacién se aplic6 una prueba diagndstica, se
desarrollaron una serie de actividades de aprendizaje y se registraron varias
observaciones del desempefio de los estudiantes durante el desarrollo de dichas

actividades.

Prueba Diagnoéstica.

El objetivo de la prueba fue la de tener un estudio acerca de la comprension que
los alumnos tenian del tema, la identificacion de los fallos y de los errores

conceptuales que estan tras esos fallos.
La prueba diagnodstica consisti6 en siete problemas que involucraban la

conceptualizacion acerca de los numeros enteros su representacion y

operatividad.
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En cada problema se pretendia alcanzar un objetivo en particular, en caso del
Problema N°1 su objeto de estudio era “Determinar que tanto podian los
estudiantes corresponder a determinadas situaciones de la vida diaria los

ndmeros enteros”.

Problema N°2 “ Que significado le dan los estudiantes a los nUmeros con signo”.

Problema N°3 “ Como identifican las representaciones con himeros enteros”.

Problema N° 4 “ Identificar las estrategias que utilizan los estudiantes para dar

sentido y significado a las operaciones de adicion y sustraccion”.

Problema N°5 “ Capacidad de los estudiantes para ordenar y colocar nUmeros
en la recta numérica, determinando a la ves cuando un namero era mayor 0

menor que otro pensando en todos los nimeros, tanto positivos como negativos ”.

Problema N% “ Averiguar que conceptualizaciéon tienen los estudiantes

sobre los niumeros negativos” y

Problema N° 7 “ Como interpretan y resuelven operaciones de adicion y

sustraccion con nimeros enteros”

En cada problema se incluye ademas una tabla con los resultados obtenidos.

Experiencias de Aprendizaje

Luego de aplicada la prueba diagnostica se procedio al desarrollo experiencias de
aprendizaje con el grupo seleccionado, a fin de utilizar como estrategia el Modelo
Operatorio de Fichas.

Se debe aclarar que nuestro objetivo de investigacion no es determinar si el
Modelo Operatorio de Fichas funciona o no; ya que s6lo sera utilizado como un
medio para lograr los objetivos propuesto.
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Elaboracion y aplicacion de guias de trabajo las cuales tenian como objetivo, que
los alumnos y alumnas entre 13 y 14 afios se apropiaran de la adicion y

sustraccion de nimeros enteros.

El trabajo se realiz6 a partir del 4 de Agosto al 13 de octubre, realizando las

siguientes actividades:

Aplicacion de prueba diagnostica el 4 de Agosto.

En las siguientes fechas se trabaj6 de la siguiente manera:

Elaboracion y aplicacion de guias de trabajo las cuales tenia como objetivo, que
los alumnos y alumnas entre 13 y 14 afios se apropiaran de la adicion y

sustraccion de numeros enteros.

3.3.5.1 Actividades de Aprendizaje

Ensefianza del Modelo Operatorio de Fichas en el Plano iniciando con

la suma de enteros con igual signo.

Aplicacion de La guia denominada “Fichas de Colores”, utilizando el
Modelo Operatorio de Fichas la cual tenia por objetivo introducir la
adicion de numeros enteros con igual signo la cual constaba de dos guias:
La guia n°l llamada “Numeros y Fichas” se les propuso actividades en
donde se le planteaba a los estudiante problemas que asemejen

situaciones de la vida real y en donde utilizaban el modelo.
La guia n2 “Calculo Mental con Numeros”  cuyo objetivo era reforzar el

calculo en la realizacion de las operaciones de sumas de nimeros enteros

con igual signo, sin utilizar el modelo.
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La guia llamada “Mas Fichas de Colores” , la cual tenia por objetivo
introducir la suma de nameros enteros con signo diferente utilizando el

Modelo Operatorio de Fichas la cual constaba de dos guia:

La guia n°3 “Sumando NuUmeros Enteros” su objetivo principal era
reforzar el calculo en la realizacion de las operaciones de sumas y restas

de numeros enteros con signos diferentes.

La guia n%4, llamada “Restando NUumeros Enteros” cuyo objetivo era

reforzar en la realizacion de las operaciones de sustraccion.

3.3.5 2 Procedimiento de Analisis

Se realiz6 un andlisis de tipo cualitativo de la prueba diagnéstica y de las
actividades de aprendizaje, buscando evidencias de como los estudiantes se
apropian de la operaciones con numeros enteros.

Para encontrar tales evidencias, se centro la atencion en los siguientes aspectos:

Dificultades en la conceptualizacibn con nimeros enteros, representacion
relativa al conocimiento matematico en la adicién y sustraccion de los
nameros enteros por parte de los alumnos, el significado que le dan a las
operaciones con numeros enteros y las dificultades sintacticas en la

operatividad con nimeros enteros.
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CAPITULO 4
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ANALISIS Y DISCUSION DE LOS RESULTADOS

El presente capitulo se presenta un andlisis de la informacion recolectada a lo
largo del proceso de la investigacion. Se divide en dos apartados. En el primero
exponemos el estudio de la informacion obtenida a través del cuestionario

diagnéstico. En el segundo, el andlisis de las actividades por separado.

En la etapa de ejecucion se realizé un analisis de tipo cualitativo del desempefio
de los estudiantes en cada una de las sesiones de trabajo, con el objeto de
explorar el conocimiento matematico relativo a la adicidbn y sustraccion de

ndmeros enteros.

Se utilizé6 como estrategia el Modelo Operatorio de Fichas como medio por el cual
se les permitia a los estudiantes justificar bien la estructura de adicién y

sustraccion de los niumeros enteros.

A continuacién se presenta el andlisis de la prueba diagnéstica, asi como el de

cada una de las actividades de aprendizaje desarrolladas por los alumnos.

4.1 ETAPA DIAGNOSTICA

La prueba diagndstica, es el conjunto de técnicas y procedimientos que se aplican
antes y durante el desarrollo del proceso de instruccion, a través de ella se logra
determinar, describir, explicar y valorar aquellos aspectos de la conducta inicial

del estudiante.

La prueba diagnostica se aplicé a 27 estudiantes de Séptimo Grado; con ella se
pretendia conocer las habilidades, aptitudes y destrezas que poseen lo

estudiantes con respecto a la operatividad con nimeros enteros.

La prueba contenia 7 problemas con varios incisos cada uno conformando un
total de 15 reactivos que involucraban estructura sintactica, sentido y significado

de las operaciones y pensamiento numerico.
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A continuacién se muestran los resultados y un andlisis de la prueba diagnéstica,

aplicada a los estudiantes de séptimo grado de la Escuela Nacional de Musica.

Problema 1
Con el numero +30 indicamos la posicion de un globo con respecto al mar.

¢, Qué nimeros asignarias a la avioneta, al barco y al submarino?

Los resultados obtenidos en este primer problema se presentan en el siguiente
cuadro:

Cuadro N°1

Resultados del Problema 1

Respuestas a los Reactivos

Correctas | Incorrectas | Incompletas | En blanco

5 15 1 6
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Este problema tenia como objetivo determinar que tanto podian los estudiantes
interpretar nimeros enteros, haciendo corresponder a determinadas situaciones
de la vida cotidiana los numeros enteros positivos cuando tenga el signo (+) y los

enteros negativos cuando tenga el signo (-).

En éste problema los 15 estudiantes que contestaron incorrectamente, no
tomaron en cuenta que la posicion del globo y la avioneta por estar ubicados
sobre el nivel del mar se representa con niumeros positivos y que el submarino
por estar debajo del nivel del mar se representan con nimeros negativos, al

parecer los estudiantes no consideran que el barco esta en la posicién cero.

Estos estudiantes partieron desde el +30 y fueron aproximando un valor menos de
+30 para asignarle a la avioneta al barco y al submarino. No estan interpretando
correctamente el problema y por la tanto la interpretacion esta siendo equivocada.

Uno de los estudiantes, Ariel que fue uno los 5 estudiantes que dieron la

respuesta correcta, escribi6:

1. Con el noenar +30 irkicamos la pesicidn de en globa can respacla al mar, z_,QU-" nUmEcE
aslgnenias 3 i avienels, al barco y al submadine? 2
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También es el caso de Arella que utilizO como estrategia para resolver el

problema la recta numérica, y lo realiz6 de la siguiente manera:

1. Con el ndmero +30 indicamos la posicion de un globo cun iespecto al mar. ;Qué ndmeros
asignarias a la avioneta, al barco y al submarino?

oo W s 2
N IR SRR e, k pte, M L, U

Refhize oo escales S¢ rumess G PR, k %
Eqpres 56 Qdo eala. en fenin m\qixhamzﬁoj éﬁwmhu:mu%
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Como se puede observar , los estudiante Ariel y Arella tienen claro

y

comprenden que una vez que se llega a la posicién que ocupa el barco y pasa a

la posicion del submarino los nimeros dejan de ser positivos y pasan a ser

negativos, se puede afirmar que estos estudiantes han logrado desarrollar su

pensamiento numérico, como lo manifiesta Mcintosh, (1992).

“El pensamiento numérico se refiere a la comprension en general que tiene una

persona sobre los numeros y las operaciones junto con la habilidad y la

inclinaciéon al usar esta comprension en formas flexibles para hacer juicios

matematicos y para desarrollar estrategias Utiles las manejar nuameros

operaciones”.

y
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Problema 2
Un buzo que hace trabajos en una obra submarina se encuentra en la plataforma

a 6 m sobre el nivel del mar y realiza los desplazamientos siguientes:

Baja 20 metros para dejar material.

Baja 12 metros mas para hacer una soldadura.

Sube 8 metros para reparar una tuberia.

Finalmente, vuelve a subir la plataforma.

¢ Cuantos metros ha subido en su ultimo desplazamiento hasta la

plataforma?

Los resultados obtenidos en este segundo problema se presentan en el siguiente

cuadro:

Cuadro N°2

Resultados del Problema 2

Respuestas a los Reactivos

Correctas | Incorrectas | Incompletas | En blanco

8 13 1 5

Con en éste problema se pretendia que los estudiantes entendieran el significado
de los numeros con signo y que estos nos proporcionan un medio conveniente
para indicar direcciones opuestas con un minimo de palabras, observando que los
signos mas y menos tienen dos funciones separadas y distintas. Pueden indicar
cuando un ndamero es positivo 0 negativo, y también sefialan la operacion de la

adiciéon o sustraccion.
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En este problema 13 de los 27 estudiantes contestaron incorrectamente debido a
que no tomaron en cuenta los 6 m sobre el nivel del mar y ademas que una
altitud de 20 por debajo del nivel del mar se designaria entonces como - 20
metros y cuando sube, una altitud de 8 metros puede ser designada como + 8

metros.

En este problema se obtuvieron un total de 13 respuestas incorrectas como es el

caso de la estudiante Lauren quien justificé de la siguiente manera:

-

~ %0 OO
—-

En cambio sélo un total de 8 estudiantes contestaron correctamente, siendo uno
de ellos el estudiante Ariel quien utiliz6 como estrategia para resolver el problema

la recta numérica.
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Problema 3
Expresa con un numero los desplazamientos que realizan Pedro y Juan en cada

escalera.
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Los resultados obtenidos en este tercer problema se presentan en el siguiente

cuadro:

Cuadro N°3

Resultados del Problema 3

Respuestas a los Reactivos

Correctas | Incorrectas | Incompletas | En blanco

5 13 4 5

La esencia de éste problema era que los estudiantes entendieran que en el caso
de Pedro se estan subiendo gradas y habria que tomar en cuenta el numero cero
de manera que los desplazamientos estarian indicados por los niumeros +1, +2,

+3 y -1 después del nimero cero.

Caso contrario el de Juan sus desplazamientos son hacia abajo lo que significa
que estaran representados por los numeros -1, -2, -3 y 1 después del niumero

cero.

Una de las estudiantes que contesto incorrectamente fue Carmen la cual escribio

lo siguiente:

4 Expresa con un nimero los saltos que realizan Pedro y Juan en cada escalera.
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Carmen Estefania no tomé en cuenta la posicién que tenia el cero en las gradas
y muchos menos entienden que desplazamientos hacia arriba indican nameros

positivos y desplazamientos hacia abajo indican nimeros negativos.

En el de caso de la estudiante Lidia respondi6 de la siguiente forma:

& Expresacon un nimere los saltes que realizan Pedro v Juan en cada escalera.

jﬁ
"{__1 Q T}r 5/

0 B u boyo
5\ W st L\ %i -;%i 250 e
L

Sl I'? - n
€01 pone Mo -4
Ponemas T+ 3 :

Lidia entiende el concepto de que los desplazamientos hacia arriba lo
representamos con numeros positivos y desplazamientos hacia abajo con
nameros negativos pero no tomé en cuenta la posicion que ocupaba el cero en las

gradas.

De los estudiantes que contestaron correctamente tenemos el caso de Brayan el

cual escribio:

S

Brayan Omar Padilla entiende muy bien el concepto de desplazamientos hacia

arriba y hacia abajo y ademas visualiza muy bien como representar nimeros

enteros antes y después del cero.
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Problema 4
El empresario de un parque acuético hace este resumen de la evolucion de sus

finanzas a lo largo del afio.

* De enero-mayo pérdidas de Lps. 3,475 mensuales
* De junio-agosto ganancias de Lps. 8230 mensuales
* De septiembre ganancias de Lps. 1,800

* De octubre —diciembre pérdidas de Lps. 3,970 mensuales

¢,Cual fue el balance final del afio?

Los resultados obtenidos en este cuarto problema se presentan en el siguiente
cuadro:
Cuadro N°4

Resultados del Problema 4

Respuestas a los Reactivos

Correctas | Incorrectas | Incompletas | En blanco

3 16 3 5

El propésito de este problema era identificar las estrategias que utilizan los
estudiantes para dar sentido y significado a las operaciones de adicién y

sustraccion.

Los estudiantes que contestaron incorrectamente no entendieron bien el problema
ya que no saben establecer que una ganancia representa una situacion positiva y
una pérdida una situacién negativa lo que significaba que tenian que sumar las

ganancias y restarle las pérdidas para obtener el balance general.
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Asi es caso de Samuel el cual escribi6 lo siguiente:

El estudiante Samuel sumo las pérdidas con las ganancias con esta situacion
pone en evidencia que no comprende el sentido y significado de las operaciones

sumar y restar, quizas solo sabe el algoritmo convencional de calcular resultados.
En el caso de la estudiante Angela respondio lo siguiente:

f f{.i\\ C %
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5

Ademas de entender correctamente el problema, da sentido y significado a las
operaciones como lo manifiestan algunos investigadores NTCM, 1989; Dickson,
1991; Rico, 1987; McIntoh, 1992) ya que la estudiante reconoce el efecto de cada
operacion y las relaciones entre operaciones la cual se toma en cuenta para

construir significado de las operaciones.

Ahora bien de los estudiantes que dejaron incompleto el problema es el caso de
Iris quien realiz6 correctamente la separacion de ganancias con ganancias y
pérdidas con pérdidas pero no efectuaron la operacion de restar de las ganancias
las pérdidas.

. Cudl fue el balance final del afo?

Uﬁ\e‘&d‘ﬂ 80\(\&(\(1 cA S \Ne :l@\ O/ @) 30
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La estudiante Iris entendié hasta cierto punto el problema desarrollandose en ella
el sentido de las operaciones pero no su significado. (NTCM, 1989; Dickson,
1991; Rico, 1987; Mcintoh, 1992).

Problema 5
Representa en la recta numérica cada pareja de nimeros Yy encierra en un circulo
el nimero mayor de cada pareja.

3yl

-7 Y-5

¢, Quién es el mayor de las dos parejas? ¢ Por qué?

-12 11 -10 9 8 -7 -6 5 -4 -3 -2 -1 O
2 3 4 5 6 78 9 10

Los resultados obtenidos en este quinto problema se presentan en el siguiente

cuadro:
Cuadro N°5
Resultados del Problema 5

Respuestas a los Reactivos

Correctas | Incorrectas | Incompletas | En blanco

20 3 1 3

El problema tenia como meta ordenar y colocar nimeros a lo largo de una recta
numerica, determinar cuando un numero particular es mayor o menor que otro

pensando en todos los nimeros, tanto positivos como negativos.

La mayoria del estudiante ubica correctamente numeros enteros en la recta
numerica y saben distinguir entre una pareja de nimeros positivos quien es mayor

y quien es menor. Conviene resaltar el caso de Diana quien escribid lo siguiente:
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Representa en la recta numérica cada pareja de nimeros v encierra en un circulo el ndmero
mayor de cada pareja,

. @TL
e -7 ‘l"@

a} Ubica cada pareja de nimeros en la recta numérica

T oy L ..:/ I Ert Pt
b) ¢Quién es el mayer de las dos parejas? j Por qué? oo T POY QUE 2% un plmexe
ot i

LRI =

s,

o——8- ey »
1

'—-h.
SRR SR p e e o i e i 3

2 4 5 6 78 93 10

Pero no ocurre lo mismo cuando tienen dos enteros negativos, como es el caso

de la estudiante Iris quien respondi6 de la siguiente manera:

Representa en la recta numérica cada pareja de nimeros y encierra en Ln circulo el ndmero
mayor de cada pargja.
o 3y

. 4{‘:':,":’-5

a) Ubica cada pareja de nimeros en la recta numérica.
b} jQuién es el mayor c}f las dos pargjas? ;iPor que? A "
f,- !
- -4
.-"'

-11].1-1[‘!-9-3-7-3-6-5-1&-3-2-1{I12@4 5 6 78 9 10

No tiene claro el concepto de relacion de orden con respecto a los nameros

enteros.

Problema 6
Resuelva los siguientes problemas en forma clara y ordenada:
* "Un coche esté en el kilbmetro 6 a la izquierda del cero en la recta
numeérica y una moto esta 11 kilbmetros a la derecha del coche. ¢En

que kilbmetro esta la moto?".

* "Un delfin estaba a 5 metros bajo el nivel del mar y bajé 8 metros.

¢, Cual era la posicion del delfin después de este movimiento?".
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Los resultados obtenidos en este sexto problema se presentan en el siguiente

cuadro:

Cuadro N°6
Resultados del Problema 6

Reactivos
6a | 6b
Respuestas
Correctas 8 9
Incorrectas 13 |12
Incorrectas 0O |0
En Blanco 6 |6

Con este problema se pretendia averiguar los conocimientos que los estudiantes
tienen sobre los numeros negativos, reflexionando los enunciados de los

problemas sobre el orden y las operaciones con nimeros negativos.

Aunque los estudiantes tienen mucho conocimiento sobre la resolucién de
problemas aditivos con numeros positivos, no se obtuvo tan buenos resultados al
trasladarlos a los negativos, ya que en esta parte se tiene que tomar en cuenta las
caracteristicas especificas de los numeros negativos, en cuanto a los signos de
los nimeros, a las reglas operatorias, a los contextos y a la identificacion de las

dos operaciones.

Sin embargo algunos estudiantes si entendieron los problemas y ademas
utilizaron como estrategia para darle solucion al problema la recta numérica y lo
manifestaron en sus repuestas, como es caso de:

Ariel en el inciso a
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Un pgche esta en el kildmetro 6 a la izquierda del cero en Ia recta numérica y una moto esta
11 kilémetros a la derecha del coche. ¢En que kilometro esta la moto?",
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Arella en el inciso b

b) "Un delfin estaba a 5 metros bajo el nivel d&l mar y bajé & metrés.
4Cudl era la posicion a:_lf[ delfin después de este movimiantn?".
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Entre los estudiantes que presentaron dificultad para resolver los problemas es el

caso de Lidia la cual respondio:

a) "Un coche esta en el kilimetro 6 a la izquierda del cero en la recta numérica y una moto esta
11 kilémetros a la derecha del coche. ;En que kilametro esta la mote?". = Ty, 1) Wiy pmetvo 31 _

-~
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b) "Un delfin estaba a 5 metros bajo el nivel del mar y bajé & metros. ; L
¢Cualera la posicion del delfin después de este movimiento?". £ E‘F‘i“ hast
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Problema 7
Haz las siguientes sumas y restas ayudandote en la recta:

-12 -112 .10 9 8 -7 -6 5 4 -3 -2 -1 0 1 2

(10) - (5) = ] @+ H)-= ]

(-3)-(-6)= 1 e@+0= ]
(2)+7)= 1 h@rem= [

Con éste problema se pretendia investigar como los estudiantes interpretan y

resuelven operaciones de adicion y sustraccion con nimeros enteros.

Los resultados obtenidos en este sétimo problema se presentan en el siguiente
cuadro:

Resultados del Problema 7

Cuadro N°7
Reactivos 8d | 8e
8a | 8b | 8c

Respuestas
Correcta 19 | 3 8 6 19
Incorrecta 5 21 (17 |16 |5
Incorrecta 0 0 0 3
En Blanco

En los incisos a) y e) lo estudiantes no presentan mayor dificultad ya que estan
familiarizados con la operacion de resta de numeros naturales cuando el

minuendo es mayor que el sustraendo.
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En cambio en los incisos b), c¢), d) se asumen las sumas y restas de niumeros del
mismo signo entendiendo que sumar significa afiadir y restar significa quitar. No
se manejan correctamente las restas de niumeros negativos con minuendo mayor,

ni las sumas y restas de distinto signo.

Interpretan la suma y la resta de nUmeros naturales como movimientos sobre la
recta numérica a derecha o izquierda del primer término, respectivamente. Se
asume que sumar numeros positivos significa avanzar en el sentido positivo y

sumar negativos avanzar en el sentido negativo.

Argumentos similares usan para realizar la resta de numeros del mismo signo:
restar positivos significa ir hacia los negativos y restar negativos ir hacia los
positivos.

Por ejemplo algunos estudiantes respondieron lo siguiente:

Diana

'y Haz las siguientes sumas y restas ayudandote en la recta:
9 s . T

c —a
4 ; ;"' - _.Dk_(_j_.._._ _,1./ -.\JI
20, B iy i 4°3°2 4.0 1.2 a} 56 789 10
Coa) (10)=(5) = r 5 J L R
e Ty
st TS

L 0 H-o= L.-E |
T o0 5 |

e
T 9 @)+ (5= L__\_{/;._J
C @ @ +0)= 2
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Sofia

whorra L e £y
- Haz las siguientes sumas y restas ayudandate an Ia recta

4 ; ¥ B VLA A A T R W !—A—h—-lﬂ-ﬂ—o—*—ﬁ—o—)

-12-11 10 -9 & -7 -6 5 4 ) T T F i 4 5 8 78 9 10
=3 el f
H_‘_,_ﬂ"_._\_“

A G e A S
AR oot ..- Ly .
h-.___.-/d_'_\_\" 'EI.-- 1
'}, b) (-3)-(-8)= H >
SRR
AR
&) (2+(M)= 5
,_\_‘_'__;‘_'_—‘-» et
{
¢/d) (4)+(-5) = E
¢, 9 @O- |

Brayan

& Haz las siguientes sumas y restas ayudandoie en la recta;

[=
¥

._1.‘_2—11-10-9—8-?-5-5- -4 '5L4'361?¥ﬂ567891{)
¢ 3 (10)-(5)= L_I_T
1 Ben-ca- [Z3 |
_~—

19 E2em= E:__j
SCICHCE @

C_ e (@+0)= Ltfj

-4 1
|

Diversos autores (Bell, 1992; Bruno y Martindn, 1994; Car Maternas, 1984;
Ernesto, 1985; Kuchemann, 1981; Liebeck, 1990; Mukhopadhyay, 1997) han
puesto de manifiesto que los nifios tienen dificultades para interpretar la suma y
resta de numeros naturales o enteros usando el modelo de la recta numérica.
Basicamente, se observa que tienden a representar lo nimeros y el resultado de
operacion como puntos aislados en la recta, no como vectores que les permite dar

una interpretacion de las operaciones en el modelo.
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4.2 ANALISIS DE LAS ACTIVIDADES DE APRENDIZAJE

Las actividades de aprendizaje se desarrollaron con el propésito de describir,
explorar y corregir los problemas de aprendizaje que tienen los estudiantes con
respecto a las operaciones en el conjunto de los nUmeros enteros, especialmente

en la adicion y sustraccion.

Dichas actividades se realizaron via un modelo de ensefanza llamado Modelo
Operatorio de Fichas utilizado como recurso de investigacion.

Antes de la aplicacion de cada actividad se les ensefiaba a los estudiantes como
utilizar el Modelo Operatorio de Fichas para realizar las operaciones con nimeros

enteros.

Se quiere aclarar que la investigacion no va enfocada al uso de Modelos
Concretos para el aprendizaje de los nimeros enteros sSino como una estrategia

de ensefanza - aprendizaje.

Se desarrollaron un total de 4 actividades de aprendizaje, las cuales se han

planteado a partir de la adicidn y sustraccion con nUmeros enteros

A continuacion se describen junto con un analisis de las respuestas de los

estudiantes en cada actividad.

Actividad N1
“Numeros y Fichas”
Con ésta actividad se pretendia reforzar el calculo en la realizacion de las
operaciones de sumas de numeros enteros con igual signo utilizando como

recurso el Modelo Operatorio de Fichas.

Y, para alcanzar dicho objetivo se les plante6 los siguientes problemas.
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El grafico muestra las temperaturas maximas y minimas tomadas en un
observatorio meteoroldgico de una ciudad durante una semana del mes de

enero.

/
VNS
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INLL/ T NN
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F

a Escribe con numeros enteros las temperaturas maximas de lo sietes
dias.

b Escribe con numeros enteros las temperaturas minimas de los siete dias.
Calcula la temperatura media de las maximas.

(Recuerda que para calcular la media de un conjunto de datos numéricos
se suman todos los datos y el resultado se divide entre el numero total de
datos)

2a. ¢Qué signo tiene el resultado? ¢ A qué se debe?

Calcula la temperatura media de las minimas.
3. a ¢Qué signo tiene el resultado? ¢ A qué se debe?
Responda:
4. a ¢ Qué numero sumado a -30 da -80?

4al ¢ Por qué seleccionaste ese nimero?

4. b ¢Qué numero sumado a 120 da 200?

4. bl ¢Por qué seleccionaste ese numero?

En las 3 primeras preguntas las respuestas no variaron (figura 1 y 2); los
estudiantes manejan correctamente y saben representar simbolicamente

expresiones como temperaturas maximas y temperaturas minimas.
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Las respuestas dada por la estudiante Sofia, son las siguientes:

Problema 1

a) Escribe con nimeros enteros:

= Las temperaturas maximas de los sietes dias. ® Lastemperaturas minimas de los siete diﬂls.
] ) [ ik * e Pt e
f MM L ® : [ et M 1) Vs 17

Problemas 2y 3

» Latemperatura media de las maximas. (Recuerda gue para calcular la media de
un conjurio de datos numérico se suman fodos los dalos y el resulfado se divids
entre el ndmero lotsl de dafos).

{ 0 v el ! _,_‘._ﬂ_. frekmas o= 3 .!Jl i S5y v S f-f/;(_:.h'
) luego diyr dy 3| =l /
¥ Qué signo tiene el resultado?, ;A que se debe? : A _ f
. f_'+\) lieme pesidivg 3¢ debe 'l”” ; ‘iC'ﬂ-l Q5 103
? i ; -
™ RN Nl 3 FYiF r a
't;;l.'a r’_.Lr-,_llml { "-r f ._.-"Ir.J I:ﬁ (4)]

¢ Lz temperatura media de fas minimas.

o R\ . J?’l‘:, [ L". | & -~
¢ “'Jxm.g E[_t:.w_ il d g o ”'C‘.T"l'

£
=ty | e R I T
V3 lueqo dividi 135 7 7

Atencion especial merece las diferentes respuestas para el reactivo 4 y que se
presentan en la siguiente tabla:
4. Responda:
4. a ¢ Qué numero sumado a -30 da -80?

4al ¢ Por qué seleccionaste ese numero?
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Cuadro N°4
Resultados del Reactivo 4a y 4al

Justificacion

Respuestas a los Reactivos Correcta |Incorrecta
En
Correctas | Incorrectas | Incompletas
Blanco |10 5
15 10 1 1

Observemos en primer lugar la respuesta que nos ofrece Marcos

2. Responda:
a) ¢Qué nimero sumado a -30 da -807

vl 50

4al ¢ Por qué seleccionaste ese numero?

2, Responda;
a) (Qué nimero sumado a -30 d a -807

=30 =50

Este estudiante lee la expresion de derecha a izquierda y transforma la adicion en

una sustraccion.

En cambio Axel encuentra el nimero, pero toma en cuenta el signo.

2. Responda;
a) ,Qué nimere sumado a -30 da -807
Lo

v ¢ Por qué seleccionaste ese nimero?

P gue T g
. ey
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Esta actividad mostré importantes dificultades en el problema N° 4 en las

operaciones con igual signo sobre todo cuando intervienen nimeros negativos.

Pero asi como hubo dificultades, se obtuvieron respuestas acertadas como el

caso de Lauren quien responde de la siguiente manera:

i Meag Ly ve ¢ | :
. Responda: PPpooeso0ResPapian|
2) ¢Qué nimero sumado a -30 da -807@ 8P 0 8 Sw @edeP B os ™ |
faagly ~Jled il ada do efgvesaspadbn
Tl g}gj fhgeep ##Pﬁﬁ' lﬂﬂpﬂg.wdﬂa'i
- 3ok~ !
— &0

Lauren tiene claro que la suma de numeros enteros con igual signo se suma

asignandole a la respuesta el mismo signo.

Es importante sefalar aqui que entre los alumnos que no utlizaron una
representacion figural el error se produjo, y en este caso que la alumna utilizé una
representacion funcional (en el sentido de Hitt, 2003, 2006 y 2008), la alumna
parece tener mayor facilidad y seguridad para resolver los problemas utilizando

representaciones.

Al respecto Fernando Hitt (1998) menciona; “El conocimiento de un concepto es
estable en el alumno, si este es capaz de articular sin contradiccion alguna
diferentes representaciones del mismo objeto, asi como el de recurrir a ellas, las
representaciones, en forma espontanea durante la resolucion de problemas”.

Con respecto a lo anterior es importante mencionar que ninguno de los
estudiantes utiliz6 como estrategia para resolver los problemas la representacion

de la recta numérica.

De lo anterior se pone de manifiesto que algunos de los estudiantes no logran por
completo uno de los niveles que propone Gallardo (2002) y es el nUmero negativo
formal, el cual implica que los estudiantes ven los nimeros negativos como

resultado y no como un numero en si.
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Pero ello no indica que la utilizacion de modelos concretos como recurso, impide
su aprendizaje, por el contrario es necesario recurrir a ellos, como lo establece
Cid (2002) el modelo funciona por analogia, es decir, permite obtener
conocimiento sobre la nocion matematica porque “se parece a ella” ¢ “funciona

como ella”.

Actividad N2
“Calculo Mental con Numeros”

El objeto de estudio de la actividad N°2 era refor zar el calculo en la realizacién de
operaciones de sumas de numeros enteros con igual signo sin utilizar el Modelo
Operatorio de Fichas.

En ésta segunda sesion de clase se les planted tres problemas:

1. Hexagono magico.

Acomoda los numeros de 1 al 7, uno por circulo, de modo que cada uno de los
triangulos grandes y cada una de las diagonales sumen igual. Nota: No se repite

ningun namero.

o

Responda:

¢, Qué numero suma cada triangulo?

¢, Qué signo tiene el nimero encontrado en la suma?

¢A qué se debe?
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2. El montén de piedras
Cada una de las piedras del montén reposa sobre dos de la fila inferior. EI nUmero

de cada piedra representa la suma entre los numeros de las piedras sobre las que
se sustenta. Completar los nimeros que faltan, sabiendo que en la fila inferior los

digitos del 0 al 9 s6lo aparecen una vez en el conjunto de todos los nimeros.

-100

-60

Responda:

¢, Qué numero le sumé a -607? ¢ Por qué?

¢ Para completar los nimeros que faltaban utilizé enteros positivos

0 enteros negativos? ¢ Porque?

Responda:

¢, Qué numero sumado a -90 le da -120?

¢, Qué numero sumado a -45 le da -80?

¢, Qué numero sumado a 60 le da -30?
La intencidén de ésta actividad era que los estudiantes resolvieran los problemas
planteados de adiciébn de niumeros enteros y de esta manera conocer si manejan
correctamente la operaciones de enteros con igual signo sin utilizar el Modelo

Operatorio de Fichas y ademas descubrieran sus reglas para operarlos.

Para solucionar el primer, segundo Yy tercer problema de la actividad No. 2, Isaias,

Angela y Ruth proponen:
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1. Hexdgono magico .

Acomoda los numeros de 1 al 7, uno por circulo, de modo que cada uno de los
triangulos grandes y cada una de las diagonales sumen igual. Nota: No se repite

ningun namero.

Isaias

Quién justifica de la siguiente manera:

Responda:

a) ¢Qué niamero suma cada triangulo?
1 F

b) ¢Qué signo tiene el nimero encontrado en la sums
\O%\ %‘ \W\JO

A qué se debe?
LSRN /
‘o\\) € "k( OHO0S WS U YN v oS
SO DO jr VoS

Angela

2. El montén de piedras
Cada una de las piedras del montén reposa sobre dos de la fila inferior. EI nGmero

de cada piedra representa la suma entre los nimeros de las piedras sobre las que
se sustenta. Completar los nimeros gque faltan, sabiendo que en la fila inferior los

digitos del 0 al 9 so6lo aparecen una vez en el conjunto de todos los nimeros.
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287 2 [ [ ¢

Justificando de la siguiente forma,

¢ Qué numero le sumo a -30? ¢ Por que?
| 5 = A0()
L))

40 porque (60 )¥LI0Y

Sofia

3. Responda:

v ¢ Qué nimero sumado a -90 le da -120?

(- Oh%))%@* O): ~120

v" ¢ Qué numero sumado a -45 le da -80?
(-945)+E25)=-8

v d,Que nimero sumado a 60 le da -30?

k,)* (—\»(m“: Y= -3C

En estos reactivos se tuvo la satisfaccibon de que 20 de las respuestas
presentadas por los 27 estudiantes estaban correctas.

Quedo suficiente evidencia que los alumnos lograron manejar correctamente las
operaciones con enteros con igual signo sin utilizar el Modelo Operatorio de

Fichas.

Aunque en la actividad 1 los estudiantes manifestaron dificultad al trabajar con
nameros negativos, no fue el caso en ésta actividad ya que los estudiantes
buscaron sus propias estrategias para dar respuesta a los problemas, como es el

caso de Ruth.
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Ruth resuelve las operaciones como si estuviera trabajando con nameros
naturales, sin embargo no se le olvida que a la hora de dar la respuesta tiene que

tomar en cuenta los signos que acompafen a los sumandos.

v" ¢ Qué nimero sumado a -90 le da -1207?

=

v" ¢ Qué nimero sumado a 45 le da -80?

T35

Actividad N°3

“Sumando NUumeros Enteros”

La intencidn de ésta actividad fue la de reforzar el calculo en la realizacién de las

operaciones de sumas de numeros enteros con signos diferentes.

Para lograr éste objetivo se les planted los siguientes problemas:

1. La temperatura de un congelador es de -28 ‘C. Si aumenta la temperatura 17

T, ¢Qué temperatura marca ahora el termémetro ?

En éste problema los estudiantes no presentaron mayor dificultad para darle
respuesta a lo que se les pedia, sin embargo, fue sorprendente como en su
mayoria lo resolvieron sin utilizar el Modelo Operatorio de Fichas, bien porque lo
han olvidado o porque no lo necesitaban.
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Solo un estudiante acudio a él, como es el caso del estudiante Axel, quien

respondio de la siguiente manera:

1. La temperatura de un congelador es de -28 'C. Si aumenta la temperatura 17 °C,
LQué temperatura marca ahora el termometro?

b - Flas..
N/ ad=l ANIAY  B/oyoC.
S B
(o i O
18

En el caso de Lauren para darle respuesta al problema no utilizé el modelo pero

si la recta numérica, justificando de la siguiente manera:

. 1. Latemperatura de un congelador es de -28 C. Si aumenta la temperatura 17 °C,
- 4 Qué temperatura marca ahora el termémetro? —+

CW )00 denQeloriG b OC —41.

2. Completa las pirdmides. Cada numero se obtiene al sumar los que estan

debajo de él.

a) b)

-12 -3 -7
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En éste problema se notdé que los estudiantes presentaron dificultad para darle
respuesta debido que los estudiantes resuelven los problemas sin expresar la
solucion en términos positivos 6 negativos y lo podemos observar en la siguiente
tabla.
Cuadro N°1
Resultados del Reactivo

Reactivos
2a 2b
Respuestas
Correctas 9 7
Incorrectas 17 14
Incompletas 0 3
En Blanco 1 3

Tal ves si hubieran utilizado el modelo hubiesen tenido mejores resultados, como
lo considera Bell (1982, pag. 199), pues sigue convencido de que a traves de los

modelos es como deben introducirse los enteros.

Entre los estudiantes que presentaron ésta dificultad se encuentran Maria, Lidia y

Diana las cuales justifican su respuesta de la siguiente forma:

Maria

2. Completa las piramides. Cada nimero se obtiene al sumar los que estan debajo de &,
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Lidia

2. Completa las pirdmides. Cada nimero se obtiene al sumar los que estan debajo de &l.

._L‘}\, 1 = 6
«(-3)+(3)=30 { +Ej\i
(-n)t (40} -2 . (-i\};-“fz
f_f_;),J_ I{?\];E) r’IIZj+ _-J" ' j.-—'
el )4 (10732 \ e
i)+ L8y g2 (-13)+ (-3 =720

Diana

2. Completa las piramides. Cada nimero se obtiene al sumar los que estan debajo de él.

» Dico = &

% (2A)+ (30 e
6
(-3)3CH =10 '

Ay s (s b
4 i, i
g6 174

. () 100
A (ay V-0

(-7 XCHiE
C-0) 1 (108 ~14
b (~4)+ C11=rEL
i
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Ademas cometen el error de la utilizacién indebida de la regla multiplicativa de
los signos Bell (Op.Cit,), considera que éste tipo de errores se debe a que los
alumnos no estan acostumbrados a interpretar la resta entre nUmeros positivos
como diferencia (resultados de una comparacion) sino, mas bien, como la accién

de quitar al sustraendo al minuendo.

Desafio: Observen el siguiente laberinto de nimeros enteros. Respetando
las siguientes reglas deben encontrar un camino.

Reglas:

1. Se empieza por la casilla AZUL y se termina por la casilla con VERDE.

2. Se avanza de una casilla a otra contigua en direccion horizontal, vertical o

diagonal.

3. Desde una casilla se puede pasar a otra, solo si sumados los nUmeros inscritos

en cada casilla del recorrido da el nimero que esta en la tercera casilla.

iiMUCHA SUERTE!
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La dificultad que presentd éste problema no fue de tipo aritmético sino de tipo
conceptual con respecto a que los estudiantes no manejaban correctamente que
era desplazarse en direccion, vertical o diagonal, debido a esto se les explicé los
términos y seguidamente los estudiantes continuaron con la actividad sin ningun

inconveniente.

Llama la atencion en este estudio que, en la mayoria de las adiciones y
sustracciones la estudiante Clarisa y Maria recurrieron Unicamente al modelo
para plantear la expresion sintactica. Se puede afirmar que ambas estudiantes

prefieren en sus acciones el lenguaje simbdlico al modelo concreto.

Clarisa

o
Ry VB = P
e g ay
3 1 = _:S
849 8734s8s5000000
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Maria

o 000000000
— 5 eto00

4 ooeo@-
=7 eogod e

o
- |

B °

,1,._:} e P oo,

Hubo estudiantes que encontraron el camino sin ningun problema como es el
caso de Brayan:

3. Desafio: Observen el siguiente laberinto de nimeros enteros. Respetando las siguientes
reglas deben encontrar un caming.

las:
s Se empieza por la casilla AZUL y se termina por la casilla con VERDE.
* Se avanza de una casilla a otra contigua en direccion horizontal, vertical o diagonal

» Desde una casilla se puede pasar a otra, solo si sumados los numeros inscritos en cada
casilla del recorrido da el nimero gue esta en la tercera casilla.

jiMUCHA SUERTE!
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Al finalizar la actividad se les pregunté a los estudiantes ¢En cual problema
tuvieron mayor dificultad, si en los tres problemas tenian aplicar las reglas para

operar con enteros con distinto signo?

Ellos plantearon que en el problemas 2, debido a que requeria de mas tiempo y
esfuerzo y sobre todo “Pensar Mucho Mas” ya que tenian que encontrar los
nameros que faltaban, en cambio en el problema 1 estaba “Muy Facil "y en
problema 3 los nimeros alli estaban solo era de ir probando las operaciones y

encontrar el camino.

Actividad N°4

Restando Numeros Enteros”
El objetivo central de esta actividad era afianzar el calculo mental y la seguridad
en la realizacién de las operaciones de sustraccién de nimeros enteros, para ello

se plantearon los siguientes problemas:

1. Si un automovil avanzé 150 Km vy luego retrocedio 100 Km.

¢, Qué distancia recorrio?

Las respuestas dadas a éste problema por los estudiantes ponen de manifiesto
que en las operaciones de adicion y sustraccion surge una ambigtiedad entre el

namero negativo y operacion de sustraccion.

A continuacion se muestran 4 situaciones donde se presenta la ambigtiedad

mencionada.

Situacion 1 Clarisa

1. Siun autormévil avanzo 150 Km y luego retrocedié 100 Km. ; Qué distancia recorria?
s " . ot = "
(+150)t+(10Q 2* 320 = E L

= IJ /

La estudiante Clarisa prioriza en un principio la adicion sobre la

sustraccion, no le da sentido de sustraendo el nimero signado -100.
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Situacion 2 Lidia
1. Siun automoévil avanzé 150 Km y luego retrocedié 100 Km. ¢, Qué distancia recorrio?

s ) — (1100) (350
Sﬁib-\o “ 15(:\) \) \H\"o (fd"D’ (— 500\ \/ (l redu )'\O\Ui‘;? - ‘(‘i 5@\)

Es importante sefalar que Lidia interpreta el unico signo menos (+150) -
(+100) = considerando que tiene naturaleza dual, es decir, advierte que
el signo esta vinculado al nimero y también lo considera como signo de

operacion y cree que éste hecho puede ocurrir simultaneamente.

Situacion 3 Marilyn
1. Siun automovil avanzo 150 Km y luego retrocedio 100 Km. ; Qué distancia recorrio?

(1150)+ (-100) = -5C
(R=NPei0 =0 K.

Considera los signos + y - como un solo signo: -, en donde el numero
signado — 100 se convierte en el sustraendo, realizando una sustraccién
de numeros naturales, pero no toma en cuenta el hecho de que el

resultado tiene que ser positivo.

Hubo estudiantes que en sus respuestas fueron incorrectas debido a que no

entendieron el problema, como es el caso de Arella.

Quién justifica de la siguiente manera:
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Situacion 4 Arella

1. Si un automdvil avanzsé 150 Km y luego retrocedid 100 Km. ¢ Qué distancia recorrio?

DY) ~ (400 = (180D) + 40 #2250

. - o f i

150 + pPosque dice gue feorone adPNoe Guedo entonce Lo
100 Ty

250 —

Si éste hubiese sido el planteamiento correcto Arella distingue el signo del
numero (unario) y el signo de operacion (binario), se encuentra ante la
expresion sintactica: (150) — (- 100) =, aplica la ley de los signos (-) (-) =

+, y desaparece la sustraccion.

Como se puede observar en la resolucion de adiciones y sustracciones de
enteros, se doté de multiples sentidos a los nimeros negativos que corresponde

con los niveles de aceptacion reportados por Gallardo (2002).

2. Imagina gue estas en un edifico que tiene 20 pisos sobre el nivel del suelo y
que tiene cuatro subterraneos para estacionamiento de autos. Al piso que esta

al nivel del suelo lo llamaremos piso cero.

a) Ingresas al ascensor en el piso cero, subes dos pisos, bajas tres,

subes cuatro. ¢ En qué piso te encuentras ahora?

b) Ingresas al primer subterraneo, es decir, en el piso menos uno, bajas
un piso, subes tres, bajas uno, bajas dos y subes tres.

¢ En qué piso te encuentras ahora?

En éste segundo problema las respuestas de los alumnos se concentran 3
estrategias de resolucion: usar la representacién de la recta numérica, imaginarse
un edificio y contar los pisos que hay que bajar hasta llegar a la planta vy

numericamente, sin ninguna representacion o imagen real, planteando
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operaciones. Problemas con la misma estructura son resueltos por los alumnos
con distinta estrategia segun el contexto, segun lo manifiesta Duval (1999).
A continuacion se presentan algunas de la respuesta acertadas dadas por los

algunos alumnos:

Marcos

a. Ingresas al ascensor en el piso cero, subes dos pisos, bajas tres, subes cuatro. /En

qué piso te encuentras ahora?

2
e R e e e o e e
m{f’ : b r/! __2} b "J : 0 )4 - kL l )

Delia

o S o _
b. Ingresas al prime subterraneo, es decir, en e PIEC menos uno, bajas un piso. subes
tres, bajas uno, bajas dos v suha i En qué pi |

: , bajas dos v subes tres. sofee
Y8t (,iin que piso te encuentras ahora?

-

e N -0 o0 a2
i f\ﬂ'é ‘vO\E N ?
FA
A T - ’ : B A P S
1 3 A8 & T 3y g
) | h | |
Di\‘fa C“! /? }';x’;‘.@ e FeVen rig OhOry
Axel

a. Ingresas al ascensor en el piso cero, subes dos pisos, bajas tres, subes cuatro. /En

qué piso te encuentras ahora? 2/ -

i‘w\“}
3
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Lidia

. ‘ t . .
a. Ingresas al ascensor en el piso cero, subes dos pisos, bajas tres, subes cuatro. ;En
qué piso te encuentras ahora'?

oYt (3) 4 ()= (43)
Su\oo(%l)‘ngo( \q(\l{ Subo@\ ( J)

Giusue

b. Ingresas al pr'imer subterraneo, es decir, en el piso menos uno, bajas un piso, SUDES

tres, bajas uno, bajas dos y subes tres. ¢ En qué piso te encuentras ahora?

t’-ﬂ 8 ["(\ = (—ﬂ%[’;’['
-7 -1 01 20 <7 9(4

(,'{\ €[ [PTQ.O ’j

Entre los alumnos que no acertaron en sus respuestas que en su mayoria
utilizaron como estrategia plantear las operaciones tenemos los casos de lIris y
Ruth.
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Iris

" e e i g : !
2. Ilmagina que estas en un edifico que tiene 20 pisos sobre el nivel del suelo y que tiene cuatro

subterrdneos para estacionamiento de autos. Al piso que esta al nive! del suelo lo llamaremos
piso cero. HZD _M_‘.l_” 20 __l L| ‘{'Ha

- Imriracoe ~l e 3 5 y
. Ingresas al ascensor en el piso cero. subes dog DISCS. hajas ires

res, subes cuatre. . En
qué piso fe encuentras ahora? 4'5
[F2)~C3) 4 () = 45

b. Ingresas al primer subterraneo. es decir, en el piso menos uno, bajas un piso, subes

+ 21 v T ¥ A i
tres, bajas uno, bajas dos v subes tres. LEN qué piso te encuentras ahora?

Ruth

2. Imagina que estas en un edifico que tiene 20 pisos sobre el nivel del suelo y que tiene cuatro

subterraneos para estacionamiento de autos. Al piso que esta al nivel del suelo lo llamaremos

piso cero.

a. Ingresas al ascensor en el piso cero, subes dos pisos, bajas tres, subes cuatro. JEn

v
ué |soteencuentras ahora? ] i ol ol kel -‘w\:
5 qn% 1) ) () s €n €l pivo 4 Soble e NWeIoe
a _ =7 _J

v i

‘!.7‘.' '.'_,'w'-!ij" Q-
{0 ‘/&/

L3

1\Q

=

fL,\ b. Ingresas al primer subterraneo, es decir, en el piso menos uno, bajas un piso, subes
("1

fa tres ba}as uno, bajas dos y subes tres. (,En que plso te encuentras ahora? l
( \ L- p) ‘ 5 \( )- en ¢! ﬁ”bo 2 Sobl €

% 1
a nyel e \C

En éste problema surgio la novedad (en ocasiones, dificultad) de la identificacion

de la suma y la resta. Es decir, sumar (restar) un nimero a otro es restarle

(sumarle) su opuesto. Resulta bastante complejo para los alumnos comprender

esta identificacion en cada una de las dimensiones: abstracta, contextual y de

recta.
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En la dimensién contextual los alumnos tienen fuertemente arraigada la idea de
gue un problema de sumar es «afiadir», «ganar», mientras que restar significa lo
contrario: «quitar», «perder». Ahora ambas ideas confunden a los alumnos,
parece asi una doble forma de expresar las situaciones numéricas y resulta
bésica la integracion de las dos ideas contrapuestas de sumar y restar, propias de
los niumeros positivos, en una Unica idea de adicion de numeros

(Bruno y Martin6n, 1996).

Recorte las piezas de la figura 2, encgjalas en la figura 1, de tal manera que cada
operacion quede con el resultado que le corresponde:

Figura 1

o> L |
(18- (3= ) (+12) - (+3) = /;

. o .

L Ll |

¢12)-(6)= | 8)-(+a)= |

o .

() P
(14) + (10)= | (+11) + (-5) = J
— -— s
Figura 2

I'III'J*.6 J 9 I'F-B |

En este problema no se presenté mayor dificultad, ya que los alumnos tenian que

poner en préactica lo aprendido en las sesiones anteriores.
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Como es el caso de las estudiantes Angela, Ruth y Maria, quienes justificaron de

la siguiente manera:

Angela
3. Recore las piezas de |a figura 2, encdjalas en la figura 1, de tal manera que cada oparacion
guede con el resultado gue le correspondea:

Figura 1

~3,

bt :%& -.‘\
W i
-

-

£ "

Ruth

Recorte las piezas de la figura 2, encajalas en la figura 1, de tal manera que cada operacion
quede con el resultado que le corresponde:

)43) =4

Figura 1
g e i _#2q MZ:- ‘“*3“., 1-G)=-,
ke S 414610V 2y
= iy
L - L) =4
4+ “ 10)-;. 24’ :}‘ L‘}:j): -2
Wmmm ¢ 6 ) = ’Zq
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Maria

.

3. Recorte las piezas de la figura 2, encéjalas en la figura 1, de tal manera que cada operacion
quede con el resultado que le corresponde:;

\:,-“ i 3 1 i _||—-\'I car
9}{15]—(*1\} Figura 1 €M )0 )=y
z LT o if; 'I' s L = BNEN .'*‘_ . \!._- ‘||l,
OHCD 1 [ men TR e 5] D)3 €)1
= (ﬁ-Q) —-\‘-\.'_J)) = i wo o a i %{_
N (Lm) “12)- 8= ) LG K| (8-l gD
(’Hi;*\ B.lj"ql = J:, e ‘_1_“_'__:.-' s
[ P 7 ] T 3
C) (\ IE:]- [— G;_:_‘.“— ¢14) ¢ (10)= |, L1+ 5 = o i 24 .
Fiis ! o | : L
)4 (16)= b : i S _._E
L . 5, .
3)(4)-be)

Sin embargo entre los alumnos que no manejan correctamente las restas de
ndameros negativos con minuendo mayor que el sustraendo ni las sumas y restas
de numeros de distinto signo, se tiene el caso de la alumna Delia, la cual

respondio de la siguiente forma:

3. Recorte las piezas de la figura 2, encédjalas en la figura 1, de tal manera que cada operacién
quede con el resultado que le corresponde:

Figura 1

)f- (15) - (+3) = (+12) - 143) =
* -12) - (-6) = o ¥ {-B) - (+4)
(-14) + (-10)= & (+11) + (-5)
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CAPITULO 5
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CONCLUSIONES

La investigacion que se llevo cabo en esta tesis pretende abarcar no so6lo algunos
aspectos relacionados con problemas de aprendizaje en la adicién y sustraccion
de nameros enteros, sino un panorama amplio de las dificultades existentes en
este tema. En particular, se cuido el hecho de solicitar diferentes representaciones
para analizar sus representaciones funcionales y el uso de las representaciones

institucionales.

De los productos obtenidos, tenemos representaciones de tipo: funcional, recta
numerica y el uso del modelo operatorio de fichas en un variedad de situaciones
gue, segun lo esperado, constituirian una muestra representativa de los

resultados obtenidos.

A continuacion se presentan las conclusiones con cada uno de los objetivos que

se pretendian lograr en éste estudio:

v El primer objetivo que se planted en éste estudio fue el de analizar la
estructura Conceptual relativa al conocimiento en la adicion y

sustraccion de los numeros enteros por parte de los alumnos.

* En la dimension contextual los estudiantes tienen fuertemente arraigada la idea
de que un problema de sumar es «afiadir», «ganar», mientras que restar
significa lo contrario: «quitar», «perder», lo cual dificultaba en algunos casos

resolver operaciones con numeros enteros de igual y distinto signo.

 Los estudiantes le dan el uso implicito de los signos aritméticos como signos
operativos, en unos casos, o0 predicativos en otros, tanto en la manipulacion de
expresiones numéricas como literales, logrando que esta distincién llegue a

formularse con claridad.
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v El segundo objetivo fue el de analizar los sistemas de
Representacion relativos al conocimiento matematico en la adiciéon

y sustraccion de los numeros enteros por parte de los alumnos.

Se utilizo, por parte de los estudiantes, distintos tipos de representacion, se
detectd entre sus producciones el caracter funcional de esas representaciones
(Hitt, 2006).

Se logré que los estudiantes resolvieran operaciones sintacticamente sin la

presencia explicita del Modelo Operatorio de Fichas.

Ademas del Modelo operatorio de Fichas los estudiantes concentraron sus
respuestas en dos estrategias de resolucion: usar la recta numérica y plantear

una operacion.

Los modelos concretos que se utilizan en la ensefianza de nimeros justifican
con facilidad la suma y con cierto grado de dificultad la resta. Ademas se
constata lo que bibliograficamente se encontrd, el obstaculo epistemolégico de

la aceptacion del nUmero negativo.

El modelo utilizado es un método de ensefianza de tipo constructivista, ya el
estudiante va construyendo el conocimiento matematico, a partir de este
modelo concreto, le permite descubrir las reglas de operacion que rigen a los
nameros enteros, trasladando sus experiencias del modelo “real” al mundo de

los simbolos escritos de la matematica.
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v'El tercer objetivo fue el de analizar las dificultades Sintacticas del
contenido relativo al conocimiento didactico matematico en la
adicion y sustraccidon de los numeros enteros por parte de los

alumnos.

» Se doto por parte de los estudiantes multiples sentidos a los nimeros negativos
que corresponde con los niveles de aceptacion reportados por Gallardo (2002).
Ignorancia por algunos estudiantes de la triple naturaleza de la sustraccion
(completar, quitar y diferencia entre dos nimeros) y de la triple naturaleza del

signo menos (binaria, unaria y el simétrico de un nimero).

* Los estudiantes lograron un progreso aunque incipientemente hacia la extension
del dominio numérico, debido a que pudieron sustraer un nimero mayor en valor

absoluto de un nimero menor en valor absoluto.

v' Y el cuarto y ultimo objetivo que se plante6 en éste estudio fue el de
identificar las dificultades Operativas presentadas por los alumnos

en la adicion y sustraccion de los nimeros enteros.

* Se intent6 a través de esta investigacion romper con el esquema clasico de la
ensefianza de la adicion y sustraccion de niumeros enteros que consiste en dar la

definicion y las reglas de las operaciones para luego ejercitar la técnica.

* Los resultados expuestos en este trabajo ratifican resultados de investigacion
precedentes: problemas aditivos que son perfectamente asimilados con numeros

positivos presentan dificultades cuando en ellos hay negativos.

* Los resultados muestran que los estudiantes lograron apropiarse sin mayor
dificultad de las operaciones de adicion de niameros enteros con igual y distinto
signo, presentando un poco de dificultad en la sustraccion sobre todo cuando
tenia que operar nimeros enteros con igual signo, ya que tendian a confundir la

operacion con la adicidbn de nUmeros enteros con signos iguales.
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« La utilizaciéon de los problemas como método de ensefianza de las operaciones
aditivas de los numeros negativos exige que los alumnos se familiaricen lo
suficiente con determinadas situaciones problematicas o con determinadas

estructuras de problemas, tal como indica Bell (1986).

Quedan lineas abiertas de investigacion, tal vez las mas importante son las
preconcepciones y concepciones que tienen los estudiantes frente al nUmero

negativo y las operaciones adicidon y sustraccion de nimeros enteros.
Las prolongaciones de esta propuesta seria por una parte fortalecer la situacion

relacionada con la sustraccion y por otra intentar una propuesta en esta misma

linea para la multiplicacion de nUmeros enteros.
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RECOMENDACIONES

Después de haber finalizado el proceso de investigacion, al reflexionar se pueden
mencionar algunas recomendaciones que se pretenden sean Utiles para aquellos
gue realizan el proceso de ensefianza aprendizaje de las operaciones basicas con

nameros enteros con alumnos de séptimo de grado.

1. Para que los estudiantes tengan conocimientos significativos durante su
educacion se debe establecer el proceso de instruccion como algo que requiere

tiempo y esfuerzo. Que va mas alla de una clase, y continta fuera de ésta.

2. El maestro debe reconocer la importancia de su papel con los educandos y
desempeniar su labor docente buscando cumplir con los propdsitos educativos y
que el nifio adquiera los conocimientos necesarios de las operaciones basicas

con nameros enteros, para poderlas manejar en el medio que lo rodea.

3. Para trabajar con las operaciones basicas con nameros enteros es factible
elaborar una planificacion, donde se tomen en cuentas las necesidades e
intereses de los alumnos, para crear un ambiente en la clase que permita que el

estudiante llegue a su propio aprendizaje.

4. Se debe tratar que el alumno llegue a su propio aprendizaje significativo,
respetando sus formas de trabajo, su ritmo y sus intereses. También generar que
se integren el trabajo colectivo e individual para que sus conocimientos sean

compartidos, analizado y se vayan reforzando.

5. Por otro lado, la planeacion sera mas significativa cuando se apliquen
estrategias que busquen involucrar al estudiante de manera dinamica y atractiva,
donde se apliquen sus habilidades y destrezas para llegar a sus propios
resultados en las operaciones y también para practicar y desarrollar el

razonamiento matematico a partir de situaciones practicas.
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6. En cuanto al momento indicado para la introduccién del modelo, se recomienda

ponerlo en practica al inicio del estudio de los nUmeros enteros.

7. El uso de el modelo operatorio de fichas en el aula de clases, puede hacerse
de varias maneras, dependiendo de los conocimientos previos que tengan los
estudiantes sobre los numeros enteros. La efectividad del modelo, en el proceso
de ensefianza aprendizaje, dependera por lo tanto del momento apropiado para

introducirlo, asi como también del proceso de desarrollo del modelo.
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ANEXO

En este anexo incluimos las actividades disefiadas para la experimentacion.

Fueron cinco en total. La primera fue la prueba diagnéstica la cual sirvid para
determinar el grado de conocimiento de los estudiantes acerca de los niumeros
enteros y cuatro fueron desarrollados en las sesiones de clases las cuales tenian

como objetivos contestar las preguntas propuestas en esta investigacion.

A continuacion se presenta el orden en que se desarrollaron las actividades.

* Prueba diagnostico

* Actividad 1 “Numeros y Fichas”

» Actividad 2 “Célculo Mental con Numeros
* Actividad 3 “Sumando Numeros Enteros”

« Actividad 4 “Restando NUmeros Enteros”
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Escuela Nacional de Musica

Prueba Diagnéstica

Nombre del alumno: Curso:
Profa: Dania Y. Borjas Fecha: / /

Objetivo : Conocer las habilidades, aptitudes y destrezas que poseen lo
estudiantes con respecto a la operatividad con nimeros enteros.

Instrucciones: A continuacion se le presentan una serie de problemas los que

tiene que resolver en forma clara y ordenada dejando todos sus procedimientos

por escrito aunque estuviesen incompletos o los considere incorrectos.

4+ Con el numero +30 indicamos la posicion de un globo con respecto al
mar. ¢ Qué nimeros asignarias a la avioneta, alba rcoy al
submarino?
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+ Un buzo que hace trabajos en una obra submarina se encuentra en la
plataforma base a 6 m sobre el nivel del mar y real iza los
desplazamientos siguientes:

Baja 20 metros para dejar material.

* Baja 12 metros mas para hacer una soldadura.
e Sube 8 metros para reparar una tuberia.

* Finalmente, vuelve a subir la plataforma.

¢ Cuantos metros ha subido en su ultimo desplazamiento hasta la

plataforma?

+ Expresa con un numero los desplazamientos que reali zan Pedro y
Juan en cada escalera.

+ El empresario de un parque acuatico hace este resum ende la
evolucion de sus finanzas a lo largo del afio.

e De enero-mayo pérdidas de Lps. 3,475 mensuales.

¢ De junio-agosto ganancias de Lps. 8230 mensuales.

e De septiembre ganancias de Lps. 1,800.

e De octubre —diciembre pérdidas de Lps. 3,970 mensuales.

¢, Cual fue el balance final del afio?
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+ Representa en la recta numérica cada pareja de nime ros y encierra en
un circulo el nimero mayor de cada pareja.
e 3y1l.
e -7Y-5

a) Ubica cada pareja de nimeros en la recta numeérica.
b) ¢Quién es el mayor de las dos parejas? ¢ Por quée?

-87-6-54 -3-2-1 01 23 4 56 7 8 9101112 13

+ Resuelva los siguientes problemas en forma clara 'y ordenada:

a) "Un coche esta en el kildbmetro 6 a la izquierda del cero en la recta
numérica y una moto esta 11 kilometros a la derecha del coche. ¢ En que
kilbmetro esta la moto?".

b) "Un delfin estaba a 5 metros bajo el nivel del mar y bajo 8 metros.
¢,Cudl era la posicion del delfin después de este movimiento?".

+ Haz las siguientes sumas y restas ayudandote en la recta:

-11-10-9 8-7-6 -5-4-3 -2-1 01 23 45678 9 1011

a) (10)-©6)=__] d) (4) + (5]
b) (-3)-(-6) | &) @+0) ]
0 2+m=[__] @+ )|
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Fichas de Colores
Actividad N°1

“Numeros y Fichas”

Nombre del alumno: Curso:
Profa: Dania Yulisa Borjas Fecha: / /
Materiales:

Fichas de Colores.
Fotocopia de la guia de trabajo.
Lapiz grafito, tinta y borrador.

Objetivo: Reforzar el célculo en la realizacion de las operaciones de sumas de
nameros enteros con igual signo.

Instrucciones: A continuacion se le presenta un problema resuélvalo utilizando
fichas de colores y como crea conveniente de respuesta a
cada una de las interrogantes. No borre nada de lo que haga
aun cuando considere que e s incorrecto.

1. El grafico muestra las temperaturas maximas y las minimas tomadas en un

observatorio meteorolégico de una ciudad durante una semana del mes de
Enero.

: AN

6 /N

. /

. /N 1/

. VN /T NN
L/ N/ N

1. a Escribe con nimeros enteros las temperaturas maximas de los sietes
dias.
1. b Escribe con numeros enteros las temperaturas minimas de los siete

dias.
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1. Calcula la temperatura media de las maximas . (Recuerda que para
calcular la media de un conjunto de datos numérico se suman todos los
datos y el resultado se divide entre el nUmero total de datos).

2a. ¢ Qué signo tiene el resultado? ¢ A qué se debe?

2. Calcula la temperatura media de las minimas.

3. a ¢ Qué signo tiene el resultado? ¢ A qué se debe?

3. Responda:

4. a ¢ Qué nimero sumado a -30 da -807?

4al ¢ Por qué seleccionaste ese nimero?

4. b ¢Qué numero sumado a 120 da 200?

4. bl ¢Por qué seleccionaste ese numero?
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Fichas de Colores
Actividad N°2

“Calculo Mental con NUmeros”

Nombre del alumno: Curso:
Profa: Dania Yulisa Borjas Fecha: / /
Materiales:

Fotocopia de la guia de trabajo.
Ldpiz grafito, tinta y borrador.

Objetivo: Reforzar el célculo en la realizacion de las operaciones de sumas de
numeros enteros con igual signo sin utilizar el Modelo Operatorio de
Fichas.

Instrucciones: A continuacion se le presenta un problema resuélvalo sin
utilizar las fichas de colores y como crea conveniente de
respuesta a cada una de las interrogantes. No borre nada de
lo que haga aun cuando con sidere que es incorrecto.

1. Hexagono magico.

Acomoda los numeros de 1 al 7, uno por circulo, de modo que cada uno de
los triangulos grandes y cada una de las diagonales sumen igual. Nota: No

se repite ningun numero.

O

Responda:

a) ¢Qué numero suma cada triangulo?

b) ¢Qué signo tiene el nimero encontrado en la suma?
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c) ¢A qué se debe?

2. El montén de piedras

Cada una de las piedras del monton reposa sobre dos de la fila inferior. El
namero de cada piedra representa la suma entre los nimeros de las
piedras sobre las que se sustenta. Completar los nimeros que faltan,
sabiendo que en la fila inferior los digitos del 0 al 9 s6lo aparecen una vez

en el conjunto de todos los niumeros.

-100

-60

Responda:

v ¢Qué numero le sumo a -607? ¢ Por qué?

v’ ¢Para completar los nimeros que faltaban utilizé enteros positivos
0 enteros negativos? ¢ Porque?

3. Responda:
v ¢ Qué numero sumado a -90 le da -120?

v" ¢ Qué numero sumado a -45 le da -80?
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Mas Fichas de Colores
Actividad N°3

“Sumando Numeros Enteros”

Nombre del alumno: Curso:
Profa: Dania Yulisa Borjas Fecha: / /
Materiales:

Fotocopia de la guia de trabajo.
Lapiz grafito, tinta y borrador.
Fichas de colores.

Objetivo: Reforzar el célculo en la realizacion de las operaciones de sumas de
nameros enteros con signos diferentes.

Instrucciones: A continuacion se le presenta un problema resuélvalo sin
utilizar las fichas de colores y como crea conveniente de
respuesta a cada una de las interrogantes. No borre nada de
lo que haga aun cuando con sidere que es incorrecto.

1. La temperatura de un congelador es de -28 ‘C. Si aumenta la temperatura 17

T, ¢Qué temperatura marca ahora el termémetro ?

2. Completa las piramides. Cada numero se obtiene al sumar los que estan

debajo de él.

-13

-12 -3 -7
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3. Desafio: Observen el siguiente laberinto de nUmeros enteros. Respetando

las siguientes reglas deben encontrar un camino.

Reglas:

Se empieza por la casilla AZUL y se termina por la casilla con VERDE.

Se avanza de una casilla a otra contigua en direccién horizontal, vertical o

diagonal.

Desde una casilla se puede pasar a otra, solo si sumados los nameros
inscritos en cada casilla del recorrido da el nimero que esta en la tercera

casilla.

iiMUCHA SUERTE!
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Mas Fichas de Colores
Actividad N°4

“Restando NUumeros Enteros”

Nombre del alumno: Curso:
Profa: Dania Yulisa Borjas Fecha: / /
Materiales:

Fotocopia de la guia de trabajo.
Lapiz grafito, tinta y borrador.
Fichas de colores.

Objetivo: Reforzar el célculo en la realizacion de las operaciones de sumas de
nameros enteros con signos diferentes.

Instrucciones: A continuacion se le presenta un problema resuélvalo sin
utilizar las fichas de colores y como crea conveniente de
respuesta a cada una de las interrogantes. No borre nada de
lo que haga aun cuando con sidere que es incorrecto.

1. Si un automovil avanzo 150 Km y luego retrocedio 100 Km.
¢ Que distancia recorrio?

2. Imagina que estas en un edifico que tiene 20 pisos sobre el nivel del suelo y
que tiene cuatro subterrdneos para estacionamiento de autos. Al piso que esta

al nivel del suelo lo llamaremos piso cero.

a. Ingresas al ascensor en el piso cero, subes dos pisos, bajas tres,

subes cuatro. ¢ En qué piso te encuentras ahora?
b. Ingresas al primer subterraneo, es decir, en el piso menos uno, bajas

un piso, subes tres, bajas uno, bajas dos y subes tres.

¢ En qué piso te encuentras ahora?
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3. Recorte las piezas de la figura 2, encdjalas en la figura 1, de tal manera

gue cada operacion quede con el resultado que le corresponde:

Figura 1

& &
(15)-+3y= ) [+12}-4+31=l_)

® | o

L [ L I
(-12) - (-6) = (-8) - (+4) =

2 7

L |

L |
- |

(14) + (-10)= )

@ L.

(+11) + (-5) =
#

Figura 2

'f +6 I'f 9 ‘.'}12'7-9 )
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GLOSARIO

Actividad : Es el medio de intervencion sobre la realidad secuencial e integrada

de diversas acciones necesaria para alcanzar las metas y objetivos

especificos de un proyecto.

Aprendizaje: es el proceso de adquirir conocimientos, habilidades, actitudes o

valores a través del estudio, la experiencia o la ensefianza.

Es un cambio relativamente permanente en el comportamiento, que refleja una
adquisicién de conocimientos o habilidades a través de la experiencia y que
puede incluir el estudio, la observacion y la practica.

Conceptual: Conjunto de conceptos, principios y teorias que conforman los

diferentes campos del conocimiento. Aplicar, identificar, enumerar,

sefalar.

Dificultades de Aprendizaje: son aquellas que sufren los estudiantes que

sin tener una inteligencia inferior a la media, discapacidad, falta de motivacion,

déficit sensorial, presentan.

Experiencia significativa: es una practica concreta, sistematica,
evidenciable, autorregulada y contextualizada; que se orienta al fortalecimiento
institucional mediante el mejoramiento de las areas de la gestion escolar
(directiva, pedagodgica, administrativa y comunitaria), del establecimiento

educativo en el cual se circunscribe.
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Enseflanza : Ensefiar desde una perspectiva muy general, es comunicar algin
conocimiento, habilidad o experiencia a alguien con el fin de que lo aprenda,

empleando para ello un conjunto de métodos y técnicas.

Representacion: es el conjunto de herramientas (acciones, signos o gréaficos)

que hacen presentes los conceptos y procedimientos matematicos y con los que
los sujetos abordan e interactian con el conocimiento matematico, (Espinosa,
2005).

Pensamiento Numeérico : Describir, comparar y cuantificar situaciones con

diversas representaciones de los numeros, en diferentes contextos.
Usar los numeros para describir situaciones de medida con respecto a un punto
de referencia (altura, profundidad con respecto al nivel del mar, pérdidas,

ganancias, temperatura, etc.).
Modelo de Ensefanza: Los modelos de ensefianza crean ambientes y

proporcionan lineamientos generales para diseflar y construir situaciones de

ensefianza-aprendizaje de acuerdo a determinados objetivos y tipos de contenido.
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INTRODUCCION

“Tener un problema significa buscar de forma
consciente una accion apropiada para lograr un objetivo
claramente concebido, pero no alcanzable de forma

inmediata.” (P6lya en Garcia Cruz, 2002).

A lo largo de toda la Ensefianza Basica, los numeros han conformado un tema

central en la Educacion Matematica.

En estos dltimos afios, el interés de la ensefianza se ha centrado principalmente
en el aprendizaje significativo, de tal forma que se logre en los estudiantes un

avance para el conocimiento de nuevos objetos matematicos.

El fuerte empuje que se ha venido dando en el mejorar el proceso de ensefianza-
aprendizaje, sin duda tiene que ver en la forma de como mostrar los objetos
matematicos y conceptos, o tal vez diriamos en cémo los alumnos pueden lograr
por si mismos construir su propio concepto o imagen del objeto matematico en
juego, sin duda, hoy en dia existe una oportunidad incomparable para comunicar

mejor la matemética escolar.

Un aspecto muy importante del desarrollo de este tépico ha sido el trabajo
permanente en relacion con los diferentes aspectos y usos de los nimeros en la

vida cotidiana.
Al mismo tiempo, también ha sido fundamental promover el desarrollo de

habilidades asociadas a los nUmeros y las operaciones que vayan mas alla de la

simple memorizacion y/o aplicacion de reglas y definiciones.
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Durante la experiencia como profesora de aula observé que los alumnos(as) del
primer ciclo basico (7° grado) presentaban dificultades con la adicioén y sustraccion
de numeros enteros; en particular cuando tenian que realizar operaciones con

nameros negativos.

La mayoria de los profesores de matematicas, de ciclo y de bachillerato, se
quejan a menudo de que los alumnos les llegan con graves deficiencias en las
operaciones elementales que se realizan con enteros, lo que se traduce en

frecuentes errores en la resolucién de problemas y ejercicios.

En el ambito de la educacion matematica, ha resultado dificil que los estudiantes
tengan habilidad para operar con numeros enteros. Es posible que esta dificultad
surja, porgque los conocimientos adquiridos en matematica en los primeros afios
escolares son referidos a los niumeros naturales y en este conjunto, las palabras
agregar y aumentar estan relacionadas con la adicion; quitar y disminuir con la

sustraccion.

Sin embargo, en el conjunto de los ndmeros enteros, se observa que estas
palabras, aumentar o quitar, no siempre se relacionan en forma natural con la

adicion y sustraccion respectivamente.

En ocasiones, el calculo de una adicibn con numeros de distintos signos puede
dar como resultado un numero negativo, del mismo modo ocurre en la
sustraccion, en donde al restar dos numeros positivos el resultado puede ser un

ndamero negativo.
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OBJETIVOS DE INVESTIGACION

En el estudio planteado se consideraron como objetivos los siguientes:

OBJETIVO GENERAL.

Explorar el conocimiento matematico relativo a la adicion y sustraccion de
nameros enteros en alumnos de séptimo grado de educacion secundaria.
OBJETIVOS ESPECIFICOS:

1. Identificar las dificultades en la apropiacion de los numeros enteros, en

especial con la adicion y sustraccion de nUmeros enteros.

2. Analizar la estructura Conceptual relativa al conocimiento en la adicion y

sustraccion de los numeros enteros por parte de los alumnos.

3. Analizar los sistemas de Representacion relativos al conocimiento
matematico en la adicidén y sustraccion de los niumeros enteros por parte

de los alumnos.

4. ldentificar las dificultades Operativas presentados por los alumnos en la

adicién y sustraccion de los niumeros enteros por parte de los alumnos.
5. Analizar las dificultades Sintacticas del contenido relativo al conocimiento

didactico matematico en la adicién y sustraccion de los numeros enteros

por parte de los alumnos.
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PREGUNTAS DE INVESTIGACION

La primera pregunta fue tomada del articulo “La Dualidad de la Negatividad y el
Cero en la Transicion de la Aritmética y el Algebra de Abraham Hernandez y
Aurora Gallardo. (CINVESTAV, México)

1. ¢Qué estrategias conocen los estudiantes con respecto al dominio de

operatividad de los enteros?
2. ¢Qué significado le dan los alumnos a las operaciones?

3. ¢Cuales son las dificultades operativas en el dominio de los enteros que

presentan los estudiantes?

4. ¢Cuales son las dificultades sintacticas en la operatividad con numeros

negativos?

METODOLOGIA UTILIZADA

Tipo de Investigacion

La metodologia de investigacion es cualitativa, de corte exploratorio ya que ésta
nos permite acercarnos de una manera mas efectiva a los procesos afectivos y

cognitivos que experimentan los estudiantes durante su aprendizaje.

Participantes en Estudio

La poblacion es un grupo de 27 estudiantes de séptimo grado de la “Escuela
Nacional de Musica.
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Plan para la Recoleccién de la Informacion

Para la recoleccion de informacién se aplic6 una prueba diagndstica, se
desarrollaron una serie de actividades de aprendizaje y se registraron varias
observaciones del desempefio de los estudiantes durante el desarrollo de dichas

actividades.

Procedimiento de Analisis

Se realiz6 un andlisis de tipo cualitativo de la prueba diagnéstica y de las
actividades de aprendizaje, buscando evidencias de como los estudiantes se

apropian de la operaciones con numeros enteros.

Se utiliz6 como estrategia el Modelo Operatorio de Fichas como medio por el cual
se les permitia a los estudiantes justificar bien la estructura de adicién y

sustraccion de los niumeros enteros.

A continuacién se presenta el andlisis de la prueba diagnéstica, asi como el de

cada una de las actividades de aprendizaje desarrolladas por los alumnos.

Etapa Diagndstica

La prueba diagnostica se aplicé a 27 estudiantes de Séptimo Grado; con ella se
pretendia conocer las habilidades, aptitudes y destrezas que poseen lo

estudiantes con respecto a la operatividad con nimeros enteros.
La prueba contenia 7 problemas con varios incisos cada uno conformando un
total de 15 reactivos que involucraban estructura sintactica, sentido y significado

de las operaciones y pensamiento numerico.

A continuacién se muestran los resultados y un andlisis de la prueba diagnéstica,

aplicada a los estudiantes de séptimo grado de la Escuela Nacional de Musica.
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Prueba Diagndstica

Aunque los estudiantes tienen mucho conocimiento sobre la resolucién de
problemas aditivos con numeros positivos, no se obtuvo tan buenos resultados al
trasladarlos a los negativos, ya que en esta parte se tiene que tomar en cuenta las
caracteristicas especificas de los numeros negativos, en cuanto a los signos de
los nimeros, a las reglas operatorias, a los contextos y a la identificacion de las

dos operaciones.

La mayoria del estudiante ubica correctamente numeros enteros en la recta
numerica y saben distinguir entre una pareja de nimeros positivos quien es mayor
y quien es menor, pero no ocurre lo mismo cuando tienen dos enteros negativos.

Sin embargo algunos estudiantes si entendieron los problemas y ademas

utilizaron como estrategia para darle solucion al problema la recta numérica.

Interpretan la suma y la resta de nUmeros naturales como movimientos sobre la
recta numérica a derecha o izquierda del primer término, respectivamente. Se
asume que sumar numeros positivos significa avanzar en el sentido positivo y

sumar negativos avanzar en el sentido negativo.

Experiencias de Aprendizaje

Luego de aplicada la prueba diagndstica se procedié al desarrollo experiencias de
aprendizaje con el grupo seleccionado, a fin de utilizar como estrategia el Modelo

Operatorio de Fichas.

Las actividades de aprendizaje se desarrollaron con el propésito de describir,
explorar y corregir los problemas de aprendizaje que tienen los estudiantes con
respecto a las operaciones en el conjunto de los nUmeros enteros, especialmente

en la adicion y sustraccion.

Dichas actividades se realizaron via un modelo de ensefianza llamado Modelo

Operatorio de Fichas utilizado como recurso de investigacion.
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Antes de la aplicacién de cada actividad se les ensefiaba a los estudiantes como
utilizar el Modelo Operatorio de Fichas para realizar las operaciones con niameros

enteros.

Se quiere aclarar que la investigacion no va enfocada al uso de Modelos
Concretos para el aprendizaje de los nimeros enteros sino como una estrategia

de ensefianza - aprendizaje.

Se desarrollaron un total de 4 actividades de aprendizaje, las cuales se han

planteado a partir de la adicion y sustraccion con numeros enteros.

A continuacion se describen junto con un analisis de las respuestas de los

estudiantes en cada actividad.

Actividad N°1

“Numeros y Fichas”

Con ésta actividad se pretendia reforzar el calculo en la realizacion de las
operaciones de sumas de numeros enteros con igual signo utilizando como

recurso el Modelo Operatorio de Fichas.

Es importante sefialar aqui que entre los alumnos que no utilizaron una
representacion figural el error se produjo, y en este caso que la alumna utilizé una
representacion funcional (en el sentido de Hitt, 2003, 2006 y 2008), la alumna
parece tener mayor facilidad y seguridad para resolver los problemas utilizando

representaciones.

Al respecto Fernando Hitt (1998) menciona; “El conocimiento de un concepto es
estable en el alumno, si este es capaz de articular sin contradiccion alguna
diferentes representaciones del mismo objeto, asi como el de recurrir a ellas, las

representaciones, en forma espontanea durante la resolucion de problemas”.
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Con respecto a lo anterior es importante mencionar que ninguno de los
estudiantes utiliz6 como estrategia para resolver los problemas la representacion

de la recta numérica.

De lo anterior se pone de manifiesto que algunos de los estudiantes no logran por
completo uno de los niveles que propone Gallardo (2002) y es el nUmero negativo
formal, el cual implica que los estudiantes ven los nimeros negativos como

resultado y no como un numero en si.

Pero ello no indica que la utilizacion de modelos concretos como recurso, impide
su aprendizaje, por el contrario es necesario recurrir a ellos, como lo establece
Cid (2002) el modelo funciona por analogia, es decir, permite obtener
conocimiento sobre la nocion matematica porque “se parece a ella” ¢ “funciona

como ella”.

Actividad N2

“Calculo Mental con NUmeros”

El objeto de estudio de la actividad N°2 era refor zar el calculo en la realizacién de
operaciones de sumas de nameros enteros con igual signo sin utilizar el Modelo

Operatorio de Fichas.

La intencidén de ésta actividad era que los estudiantes resolvieran los problemas
planteados de adiciobn de niumeros enteros y de esta manera conocer si manejan
correctamente la operaciones de enteros con igual signo sin utilizar el Modelo

Operatorio de Fichas y ademas descubrieran sus reglas para operarlos.

En estos reactivos se tuvo la satisfaccion de que 20 de las respuestas
presentadas por los 27 estudiantes estaban correctas.

Quedo suficiente evidencia que los alumnos lograron manejar correctamente las
operaciones con enteros con igual signo sin utilizar el Modelo Operatorio de

Fichas.
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Aunque en la actividad 1 los estudiantes manifestaron dificultad al trabajar con
nameros negativos, no fue el caso en ésta actividad ya que los estudiantes

buscaron sus propias estrategias para dar respuesta a los problemas.

Actividad N°3

“Sumando Numeros Enteros”

La intencidn de ésta actividad fue la de reforzar el calculo en la realizacion de las

operaciones de sumas de nimeros enteros con signos diferentes.

En el siguiente problema se notd que los estudiantes presentaron dificultad para
darle respuesta debido que los estudiantes resuelven los problemas sin expresar

la solucién en términos positivos 0 negativos:

1. Completa las piramides. Cada numero se obtiene al sumar los que estan

debajo de él.

b) b)

-13

-12 -3 -7

Y lo podemos observar en la siguiente tabla.
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Cuadro N°1

Resultados del Reactivo

Respuestas . 2a 22

Correctas 9 7
Incorrectas 17 14
Incompletas 0 3
En Blanco 1 3

Tal ves si hubieran utilizado el modelo hubiesen tenido mejores resultados, como
lo considera Bell (1982, pag. 199), pues sigue convencido de que a traves de los

modelos es como deben introducirse los enteros.

En la mayoria de las adiciones y sustracciones los estudiantes recurrieron
anicamente al modelo para plantear la expresion sintactica. Se puede afirmar que
los estudiantes prefieren en sus acciones el lenguaje simbdlico al modelo

concreto.

Al finalizar la actividad se les pregunté a los estudiantes ¢En cual problema
tuvieron mayor dificultad, si en los tres problemas tenian aplicar las reglas para

operar con enteros con distinto signo?

Ellos plantearon que en el problemas 2, debido a que requeria de mas tiempo y
esfuerzo y sobre todo “Pensar Mucho Mas” ya que tenian que encontrar los
nameros que faltaban, en cambio en el problema 1 estaba “Muy Facil "y en
problema 3 los numeros alli estaban solo era de ir probando las operaciones y

encontrar el camino.
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Actividad N°4

“Restando Numeros Enteros”

El objetivo central de esta actividad era afianzar el calculo mental y la seguridad

en la realizacion de las operaciones de sustraccion de nimeros enteros.

Como se puede observar en la resolucidon de adiciones y sustracciones de
enteros, se dot6 de multiples sentidos a los nimeros negativos que corresponde
con los niveles de aceptacién reportados por Gallardo (2002).

En los problema las respuestas de los alumnos se concentran 3 estrategias de
resolucién: usar la representacion de la recta numérica, imagin  arse un
edificio y contar los pisos que hay que bajar hasta llegar a la planta vy
numeéricamente, sin  ninguna representacion o imagen real, planteando
operaciones. Problemas con la misma estructura son resueltos por los alumnos

con distinta estrategia segun el contexto, segun lo manifiesta Duval (1999).

En ésta actividad surgio la novedad (en ocasiones, dificultad) de la identificacion
de la suma y la resta. Es decir, sumar (restar) un nimero a otro es restarle
(sumarle) su opuesto. Resulta bastante complejo para los alumnos comprender
esta identificacion en cada una de las dimensiones: abstracta, contextual y de

recta.
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CONCLUSIONES

La investigacién que se llevé cabo en esta tesis pretende abarcar no sélo algunos
aspectos relacionados con problemas de aprendizaje en la adicidon y sustraccion
de nameros enteros, sino un panorama amplio de las dificultades existentes en
éste tema. En particular, se cuidoé el hecho de solicitar diferentes representaciones
para analizar sus representaciones funcionales y el uso de las representaciones
institucionales. De los productos obtenidos, tenemos representaciones de tipo:
funcional, recta numérica y el uso del modelo operatorio de fichas en un variedad
de situaciones que, segun lo esperado, constituirian una muestra representativa

de los resultados obtenidos.

A continuacion se presentan las conclusiones con cada uno de los objetivos que

se pretendian lograr en éste estudio:

+« El primer objetivo que se planted en éste estudio fue el de identificar las
dificultades Operativas presentadas por los alumnos en la adicidén y sustraccion

de los nimeros enteros.

1. Se intento a través de ésta investigacion romper con el esquema clasico de
la ensefianza de la adicion y sustraccion de nimeros enteros que consiste
en dar la definicion y las reglas de las operaciones para luego ejercitar la

técnica.

2. Los resultados expuestos en este trabajo ratifican resultados de
investigacion precedentes: problemas aditivos que son perfectamente
asimilados con numeros positivos presentan dificultades cuando en ellos

hay negativos.
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3. Los resultados muestran que los estudiantes lograron apropiarse sin mayor
dificultad de las operaciones de adicibn de numeros enteros con igual y
distinto signo, presentando un poco de dificultad en la sustraccién sobre
todo cuando tenia que operar niameros enteros con igual signo, ya que
tendian a confundir la operacion con la adicion de numeros enteros con

signos iguales.

4. La utilizacion de los problemas como meétodo de ensefianza de las
operaciones aditivas de los nimeros negativos exige que los alumnos se
familiaricen lo suficiente con determinadas situaciones problematicas o con

determinadas estructuras de problemas, tal como indica Bell (1986).

+ El segundo objetivo fue el de analizar la estructura Conceptual relativa al
conocimiento en la adicion y sustraccion de los nimeros enteros por parte de los

alumnos.

1. En la dimension contextual los estudiantes tienen fuertemente arraigada la
idea de que un problema de sumar es «afadir», «ganar», mientras que
restar significa lo contrario: «quitar», «perder», lo cual dificultaba en
algunos casos resolver operaciones con numeros enteros de igual y distinto

signo.

2. Los estudiantes le dan el uso implicito de los signos aritméticos como
signos operativos, en unos casos, o predicativos en otros, tanto en la
manipulacion de expresiones numeéricas como literales, logrando que

esta distincion llegue a formularse con claridad.
+ El tercer objetivo fue el de analizar las dificultades Sintacticas del contenido

relativo al conocimiento didactico matematico en la adicién y sustraccion de los

nameros enteros por parte de los alumnos.
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1. Se dotd por parte de los estudiantes multiples sentidos a los nimeros
negativos que corresponde con los niveles de aceptacion reportados
por Gallardo (2002).

2. Ignorancia por algunos estudiantes de la triple naturaleza de la
sustraccion (completar, quitar y diferencia entre dos numeros) y de la
triple naturaleza del signo menos (binaria, unaria y el simétrico de un

namero).

3. Los estudiantes lograron un progreso aunque incipientemente hacia
la extension del dominio numérico, debido a que pudieron sustraer
un nimero mayor en valor absoluto de un nimero menor en valor
absoluto.

+ Y el cuarto y ultimo objetivo fue el de analizar los sistemas de Representacion
relativos al conocimiento matematico en la adicion y sustraccion de los nUmeros

enteros por parte de los alumnos.

1. Se  utiliz6, por parte de los estudiantes, distintos tipos de
representacion, se detectd entre sus producciones el caracter funcional

de esas representaciones (Hitt, 2006).

2. Se logré que los estudiantes resolvieran operaciones sintacticamente

sin la presencia explicita del Modelo Operatorio de Fichas.
3. Ademas del Modelo operatorio de Fichas los estudiantes concentraron

sus respuestas en dos estrategias de resolucion: usar la recta numérica

y plantear una operacion.
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4. Los modelos concretos que se utilizan en la ensefianza de numeros
justifican con facilidad la suma y resta de enteros. (ésta Ultima con
mayor dificultad). Ademas se constata lo que bibliograficamente se
encontrd, el obstaculo epistemologico de la aceptacion del numero

negativo.

5. El modelo utilizado es un método de ensefianza de tipo constructivista,
ya el estudiante va construyendo el conocimiento matematico, a partir
de este modelo concreto, le permite descubrir las reglas de operacion
que rigen a los numeros enteros, trasladando sus experiencias del

modelo “real” al mundo de los simbolos escritos de la matematica.

Quedan lineas abiertas de investigacion, tal vez las mas importante son las
preconcepciones y concepciones que tienen los estudiantes frente al nimero

negativo y las operaciones adicidon y sustraccion de numeros enteros.
Las prolongaciones de esta propuesta seria por una parte fortalecer la situacion

relacionada con la sustraccion y por otra intentar una propuesta en esta misma

linea para la multiplicacion de nUmeros enteros.
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